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Geschichtliches. 


© Kluge, Theodor: Die Zahleubegriffe der Sudansprachen. Ein Beitrag zur Geistes- 
geschichte des Menschen. Berlin-Steglitz: Selbstverl. 1937. 260 Bl. RM.4.—. 

Untersuchungen über die Entwicklung der Zahlensysteme und damit auch der 
Mathematik überhaupt, haben bis ins Einzelnste gehende Studien über den sprach- 
lichen Befund zur notwendigen Voraussetzung, wie wir solche z.B. für die Ägypter 
Sethe, für die Babylonier Thureau-Dangin verdanken. Verf. hat mit dem vorliegen- 
den Werk, das der Kosten wegen leider nicht in Buchform, sondern durch Schreib- 
‚maschine vervielfältigt, erscheint, eine überaus wertvolle Untersuchung vorgelegt: 
Es werden unter Beschränkung auf die Kardinalzahlen für die 16 großen Sudansprachen 
die Zahlenbegriffe wiedergegeben und erklärt, dann das Auftreten der verschiedenen 
Zahlensysteme und die Beziehungen der einzelnen Sprachen untereinander unter- 
sucht und daraus schließlich vorsichtige entwicklungsgeschichtliche Folgerungen ge- 
zogen; insgesamt wurden 976 Sprachen und Dialekte behandelt! In der Hauptsache 
sind Tetraden-, Triaden- (bzw. Hexaden-) und Pentadenrechnungen oft in derselben 
Sprache vertreten; dabei scheint die letztere die jüngste Entwicklung wiederzugeben. 
‚Aueh hochentwickelte Zwölferzählungen (z. B. bei den Munga) finden sich vor. Hier 
ist 13 = 12 (oso) + 1; eine besondere Zählstufe ist 144 (mina) und 1728 ist gleich 
12-144 (mina oso). Verf. schlägt vor, alle Hexadenrechnungen im Zusammenhang 
mit dieser Gruppe zu untersuchen. Im Schlußkapitel (S. 225—260) werden die Er- 
gebnisse festgehalten. Es zeigt sich die Zusammengehörigkeit aller Sudansprachen 
und die Notwendigkeit, auch das Ägyptische in den Kreis der Betrachtungen zu ziehen. 
Als wichtigstes Ergebnis bezeichnet Verf. die Feststellung, daß in den Sudansprachen 
der Begriff der Null fehlt. 18 Karten, die die Verbreitung der verschiedenen Systeme 
darstellen, beschließen die grundlegende Arbeit. K. Vogel (München). 

@ Kluge, Theodor: Die Zahlbegriffe der Australier, Papua und Bantuneger nebst 
einer Einleitung über die Zahl; ein Beitrag zur Geistesgeschichte des Menschen. Berlin- 
Steglitz: Selbstverlag 1938. 305 Bl. RM. 4.—. 

Die vorliegende Arbeit schließt sich an die früheren Untersuchungen des Verf. 
über die Zahlbegriffe der Sudansprachen an (vgl. vorsteh. Ref.). Im einleitenden 
Kapitel ($. 1—49) wird von den verschiedensten Seiten her (Philosophie, Mathematik, 
Physik, Medizin) das Wesen des Zahlbegriffs, der Zahlenreihe, der Null usw. behandelt; 
das Ergebnis bezeichnet der Verf. selbst als unbefriedigend. Man wird auch hier mit 
Proklos sagen können: Quaeris autem millesies dieta neque unquam requiem habitura! 
Es folgen dann für die australischen Sprachen sowie für die Andamanen, Papua und 
Bantu die Wiedergabe der Zahlenbegriffe und ihre Ordnung nach den verschiedenen 
Systemen, unter denen die Zählklassen sowie die Körperzählung (Verwendung von 
Körperteilen zur Zahlenbezeichnung) besonders interessieren. Ein Nachtrag über 
die Sudansprachen und 6 Karten beenden die wertvolle Arbeit. K. Vogel. 

© Thureau-Dangin, F.: Textes math&matiques Babyloniens. Leiden: Brill 1938. 

Frajese, Attilio: Osservazioni sulla geometria greea e il prineipio di continuitä. 
Boll. Un. Mat. ital., II. s. 2, 76--79 (1939). 

Ausgehend von Zeuthens Arbeit „Die geometrische Konstruktion als Existenz- 
beweis in der antiken Geometrie‘ [Math. Ann. 47, 222—228 (1896)] und unter Hinweis 
auf eine Bemerkung von Eutoxios, daß Apollonius zuerst drei verschiedene Kegel 
zur Gewinnung der Kegelschnitte benützt habe, wird gezeigt, wie im Altertum doch 
schon Kontinuitätsbetrachtungen auftreten. Lorey (Frankfurt a.M.). 
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Bortolotti, Ettore: Lemmi e postulati attinenti ai concetti di infinito e di infini- 
tesimo attuali. Boll. Un. Mat. ital., II.s. 2, 57—63 (1939). 

Fortsetzung von drei früheren Artikeln (dies. Zbl. 20, 196; 21, 194; 22, 2). Aktual 
unendlich große und kleine Größen treten im Altertum besonders bei den übrigens 
auch noch im Mittelalter viel erörterten hornförmigen Winkeln auf, die allerdings 
nicht-archimedische Größen sind. Archimedes schließt solche Größen nicht aus, was 
Verf. durch Zitate aus der Schrift über Kugel und Zylinder nach der französischen 
Übersetzung von Eecke (Paris-Bruxelles 1921) begründet. Lorey. 

Cattaneo, Paolo: La piramide di Brama. Period. Mat., IV.s. 20, 38—39 (1940). 

@ Duhem, P.: La cosmologie hellönique. (Actualites seient. et industr. 664—672.) 
Paris: Hermann & Cie. 1938. 

Einzelhefte: 664. I. L’astronomie pythagoricienne; II. La cosmologie de Platon; 
III. Les spheres homocentriques. 665. IV. La physique d’Aristote. 666. V. Les theories 
du temps, du lieu, et du vide apres Aristote. 667. VI. La dynamique des Hellönes apres 
Aristote; VII. Les astronomies heliocentriques. 668. VIII. L’astronomie des excen- 
triques et des Epieycles. 669. IX. Les dimensions du monde; X. Physiciens et astro- 
nomes: I. Les Hellenes. 670. X, Physiciens et astronomes: II. Les semites. 671. XI. La 
‚ precession des &quinoxes. 672. XII. La theorie des marees et l’astrologie. 

@ Duhem, P.: L’astronomie latine au moyen äge. (Actualites seient. et industr. 
673—681.) Paris: Hermann & Cie. 1938. 

Einzelhefte: 673. I. La cosmologie des Peres d’Eglise. 674. II. L’initiation des 
barbares; III. Le systöme d’Heraclide au moyen äge. 675. IV. Le tribut des Arabes 
avant le XIII. siecle. 676. V. L’astronomie des seculiers au XIII. siecle. 677. VI. 
L’astronomie des dominicains. 678. VII. L’astronomie des franciscains. 679. VIII. 
L’astronomie parisienne au XIV. siecle: I. Les astronomes. 680. IX. L’astronomie 
parisienne au XIV. siecle: II. Les physiciens. 681. X. L’astronomie italienne. 


Dittrich, A.: Die Finsternistafel des Dresdener Maya-Kodex. Abh. preuß. Akad. 
Wiss., Phys.-Math. Kl. 1939, 1—47 (Nr 2). 

In Fortsetzung seiner früheren Studien (z.B. dies. Zbl. 15, 148 u. 17, 385) gibt Verf. 
eine sorgfältige Auswertung des astronomischen Zahlenmaterials auf S.51—58 des 
Dresdener Kodex. Er macht glaubhaft, daß hier eine stark schematische Mondphasen- 
tafel vorliegt, die sich auf Mittelwerte und angenommene Gleichförmigkeit der Sonnen- 
und Mondbewegung stützt und vor allem auf Sonnenfinsternisse bezieht. In unseren 
Kalender lassen sich die Tafeln nur unter Annahme der Spindenschen Korrelation 
einpassen, die damit eine neue Stütze erhält. Die Durchrechnung zeigt, daß die Maya 
die Konstanten der Sonnen- und Mondbewegung sehr genau gekannt haben. 

J. E. Hofmann (Berlin). 

Severi, Francesco: Galileo e il metodo sperimentale. Boll. Un. Mat. ital., II. s. 2,. 
37-56 (1939). 

Der Vortrag entwirft ein Bild von Galileis Wirken im Rahmen seiner Zeit. Er 
zeigt die Ablösung des Galileischen Denkens von der damals herrschenden Aristoteles- 
interpretation und seine Verankerung im neuen Gedanken der direkten Naturbefragung 
durch das Experiment. Ein kurzer Bericht über Galileis wesentliche Entdeckungen 
und die Auswirkung seiner Schule in der Entwicklung der Infinitesimalrechnung 
rundet das lebhaft gezeichnete geistige Portrait ab. Harald Geppert (Berlin). 


Carruceio, Ettore: Una dimostrazione di Galileo riguardante la teoria degli iso- 
perimetri e sue conseguenze. Boll. Un. Mat. ital., II.s. 2, 73—-75 (1939). 

Galilei gibt in den Discorsie dimostrazioni matematiche (Leiden 
1638 = Opere VIII, Firenze 1898, S. 102) einen scharfsinnigen Beweis für den Satz, 
daß der Kreis eine größere Fläche umschließt als jedes andere umfangsgleiche regel- 
mäßige Vieleck. Das von ihm gewählte Verfahren ist auch im modernen Sinne streng. 

J. E. Hofmann (Berlin). 
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@ Kepler, Johannes: Welt-Harmonik. Übers. u. eingeleit. v. Max Caspar. Mün- 
chen u. Berlin: R. Oldenbourg 1939. 459 S. geb. RM. 28.—. 

Der Herausgeber der Werke Keplers fügt zu seinen verdienstvollen Übersetzungen 
des Mysterium cosmographicum und der Astronomia nova jetzt die der Harmonice 
mundi, des Werkes, in dem zuerst das dritte Keplersche Gesetz ausgesprochen ist. 
Den Mathematiker werden vor allem die verhältnismäßig leicht zugänglichen beiden 
ersten Bücher des Werkes fesseln, deren Inhalt rein mathematisch ist und die z. B. die 
Entdeckung der Sternzwölfflache enthalten. Das Werk als Ganzes kann sich bei der 
Fremdartigkeit seiner Gedankenwelt erst einem langen eingehenden Studium völlig 
erschließen. Dem Übersetzer gebührt die Ehre, durch seine hingebende und sorgsame 
Arbeit einem solchen Studium die Wege geebnet und zum Verständnis Keplers wesent- 
lich beigetragen zu haben. Inhalt: Vorwort, Einleitung des Herausgebers (1. Ent- 
stehungsgeschichte der Harmonice mundi, 2. Aufbau und Beurteilung der Harmonice 
mundi), Text der Harmonice mundi, Anmerkungen des Herausgebers, Namen- und 
Sachregister. Krafft (Marburg, Lahn). 

Fujiwara, M.: Miscellaneous notes on the history of Wazan, the old japanese 
mathematics. Töhoku Math. J. 46, 123—134 (1939) [Japanisch]. 

In dieser Note macht Verf. darauf aufmerksam, daß die Syösamethode und die Senkan- 
zyutu von Takakazu Seki (etwa 1642—1708) ihr Urbild in den chinesischen Werken finden. 
Die Suusamethöde ist eine Interpolationsmethode zur Bestimmung der Koeffizienten von 
y=%t C++ ax", wenn die Werte y= Yı, Ya - - »» Yazı für © = %1, Lg, . 2 2, Zu 
gegeben sind. Eine Lösungsmethode dieses Problems für die Fällen = 1,2 durch Differenzen 
Ay, A®y,... war schon im 13. Jahrhundert in China bekannt; sie wurde durch ein Werk 
von Kanki-syüyö im 17. Jahrhundert nach Japan eingeführt. Takakazu Seki hat davon 
beeinflußt eine allgemeine Methode in seinem hinterlassenen Werke Katuyö-sampö (1711 ge- 
druckt) angegeben. Die zweite in Betracht gezogene Theorie von Senkan-zyutu ist nichts 
anderes als die Auflösung von Kongruenzen a,x = b, (mod m,) (k=1,2,...,n). Es ist be- 
kannt, daß dieses Problem schon im 13. Jahrhundert von einem chinesischen Mathematiker 
Sinkyüsyö vollständig gelöst wurde. Aber sein Werk war in Japan unbekannt; nur das ein- 
fachste Problem, wo a, =1 und je zwei der m,, m,, .... teilerfremd sind, wurde durch ein 
chinesisches Werk, Yöki-sampö, in Japan bekannt. Takakazu Seki studierte dieses Werk 
und gab in der obengenannten Schrift Katuyö-sampö eine allgemeine Auflösungsmethode 
der unbestimmten Gleichung ax — by = 1 und diejenige der Kongruenzen a,x=b, (mod m,) 
(k=1,2,...,n), wo mı,M,,... ganz beliebig sind, an. Fujiwara (Sendai). 

Fujiwara, M.: Miscellaneous notes on the history of Wazan. II. Töhoku Math. J. 
46, 135—144 (1939) [Japanisch]. 

In dieser Note beschreibt Verf. den Inhalt eines Manuskripts Ruiyaku-zyutu von Kata- 
hiro Takebe (1664—1739), Schüler von Seki, das spätestens 1728 geschrieben wurde. Dieses 
Werk behandelt die folgenden drei Probleme, welche ganzzahlige Lösungen x, y verlangen: 

(l) Jae—by|<e, (2) aa —by+c|l<s (8) Jake —by—c|<s 
wo a, b, c beliebige positive Zahlen, & eine beliebig kleine Zahl bedeuten._K. Takebe hat (1) 
mittels der Kettenbruchtheorie gelöst; diese Theorie wurde nämlich in Japan von Takebe 
erfunden. Das zweite und dritte Problem sind nichts anderes als das der Diophantischen 
Approximationen: |e — ay— ß| <e. Takebes Auflösungsmethode lautet wie folgt: Es sei 


e=4d+0; B=bh—-2ı 
1 2, 
ae ’ —=-b—Q TER 
©, 9, + @ oı 2 2 
1 st 
ST : rl 0, 
Or An + ©, an n n 


wo a,,b, positive ganze Zahlen sind und 0 < wo, &,<1. Ist = der n-te Näherungsbruch 


n 


in der Kettenbruchentwicklung von &, d.h. [a], Q,,Q;....,4,] = E ‚ und erklärt man die 


u,,v, durch die Rekursionsformel n 
ur = Pb,4ı + wm (= bi); vb tr% m=N), 
so sind = u,, y= v, die gesuchten Lösungen von |? — ay— ß| < e. — Durch moderne 
Rechnungsweise können wir zeigen, daß o 
n 


w— an - B=(-Irti—— m. 
= p ( DngAn-ı + In 
7* 
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Diese Methode von Takebe hat den Vorteil, daß sie konkrete Näherungswerte für (x, y) 
liefern kann, aber sie gibt nicht so gute Näherungen wie der zuerst in J. reine angew. Math. 69 
(1868) veröffentlichte Jacobische Algorithmus. Fujiwara. 
@ Brunet, Pierre: Etude historique sur le prineipe de la moindre action. (Aetualit&s 
seient. et industr. Nr. 693.) Paris: Hermann & Cie. 1939. 118 pag. Fres. 30.—. 


@ Fueter, Eduard: Große Schweizer Forscher. Zürich: Atlantis-Verl. 1939. XV, 
306 8. 

Das kleine ansprechende Buch, das im Rahmen der Schweizerischen Landes- 
ausstellung 1939 entstand, enthält die kurzen Biographien von etwa 120 der bedeutend- 
sten Schweizer Forscher seit Ausgang des Mittelalters bis zur Neuzeit. Jeder Biographie 
ist ein Portrait beigefügt. Den Mathematiker interessieren insbesondere die Artikel 
über Joost Bürgi, Nic. Fatio, die drei Bernoullis, Gabr. Cramer, Euler, 
Lambert, Steiner, Ch. Sturm und Schläfli, denen eine gerechte Würdigung 
zuteil wird. Harald Geppert (Berlin). 

Fueter, Eduard: Jakob I. Bernoulli. Sonderdruck aus: Große Schweizer. 5 8. 

1939). 

Die einem Parallelunternehmen zu dem vorstehend besprochenen Buch ent- 
stammende Biographie Jakob Bernoullis berichtet lediglich über äußere Umstände, 
Denkungsart und Werdegang ohne eingehendere Würdigung seiner mathematischen 
Leistungen. Harald Geppert (Berlin). 

Fröre Namase-Marie (3. M. Oudin): Sur la determination de la date de Päques. 
Dömonstration gönsrale de la formule de Gauss. Nouvelles formules, tr&s simples, tr&s 
rapides, en fonetion, du seul millesime m. Tables pour ealeuler la date de Päques par ces 
formules. Ann. Soc. Sci. Bruxelles, Ser. I 59, 225—256 (1939). 

Verf. ist nach seiner Angabe bisher kein allgemeiner Beweis der Gaußschen Osterformel 
bekannt geworden; ein solcher ist z. B. vom Ref. vor 10 Jahren mitgeteilt worden (vgl. „Gauß 


als Zahlenrechner“ in Gauß, Ges. Werke, X,). — Verf. liefert einen Beweis, in dem er, wie 
Ref., nur die Hilfsmittel der elementaren Zahlentheorie benutzt. Beim Beweis der Formel 


für den Julianischen Kalender benutzt Verf. die Kongruenz-Identität » (m), + s(z) | —=2 (m). 
27 


die er für neu hält; sie ist ein Sonderfall eines mehrfach allgemeineren Satzes, für den z. B. 


f (m)go + 5 (E „em und E (m). + 10 (5), „= 2m)ı 


weitere Sonderfälle sind. Zur Feststellung, die Gaußsche Osterformel gelte nur bis 2400, 
sei daran erinnert, daß auch Gauß schon 1813 von Francais und 1815 von Tittel auf diese 


Unstimmigkeit aufmerksam gemacht wurde; er änderte dann seine Formel durch den Ansatz 
8k+ 13 
= 3 ab. Indessen legte er wenig Wert darauf, da er wahrscheinlich der Überzeugung 


war, daß die Gregorianische Reform lange vor diesem Zeitpunkt durch eine andere ersetzt 
werden würde. — Endlich bringt Verf. noch eine neue und sehr interessante Osterformel; 
an Stelle der Gaußschn P=22+(23— EB) +(E— L-+2), leitet er ab: P=2% 
+ (A — A’)go + (B— B’),. Die Handhabung erweist sich als recht einfach, namentlich, 
wenn man die beigegebenen Tabellen benutzt. Die Ausnahmebestimmungen sind natürlich 
die gleichen wie bei Gauß. Maennchen (Gießen). 


Algebra und Zahlentheorie. 
Lineare Algebra, Polynome, Invariantentheorie: 
& Aitken, A. C.: Determinants and matriees. London: Oliver & Boyd, Ltd. 1939. 


Sibirani, F.: Una dimostrazione elementare della regola di Laplace per lo sviluppo 
di un determinante. Boll. Un. Mat. ital., II.s. 2, 63—66 (1939). 

Williamson, John: The exponential representation of eanonical matriees. Amer. J. 
Math. 61, 897—911 (1939). 


Durch elementare Umformung findet Verf., daß mit E = | a ei 8 =D. die 
Matrix C = exp (@S) eine kanonische Matrix ist (C@C’ =G, dies. Zbl. 17, 97). Die 
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Aufgabe, die kanonischen Matrizen zu kennzeichnen, die eine Exponentialschreibweise 
zulassen, wird vereinfacht durch den Begriff der G-Äquivalenz kanonischer Matrizen 
und der @-Kongruenz symmetrischer Matrizen, da stets eine ganze Klasse Exponential- 
gestalt besitzt. Die Repräsentanten sind zwar nicht die früher (loc. cit.) aufgestellten 
Normalformen, doch führen dort gefundene Ergebnisse mit Hilfe der Elementar- 
teilertheorie zur Kennzeichnung: Eine komplexe kanonische Matrix ist dann und nur 
dann Exponentialmatrix, wenn kein Elementarteiler der Form (A - 1)2” in ungerader 
Anzahl bei C auftritt. Anderenfalls ist C Grenzmatrix einer Folge von Exponential- 
matrizen. Eine reelle kanonische Matrix hat dann und nur dann reelle Exponential- 
gestalt oder ist Grenzmatrix, wenn keine negative Zahl unter den charakteristischen 
Wurzeln von C in ungerader Anzahl auftritt. E. Schulenberg (Berlin). 

Tognetti, Mario: Sulle omografie permutabili con una omografia singolare. Ist. 
Lombardo, Rend., III. s. 72, 309—322 (1939). 

In dieser Note, die schon 1937 lithographiert erschien, untersucht Verf. die Tat- 
sache, daß eine singuläre Homographie mit der Matrix A eine Beziehung der Form 
AB=eBA (*) erfüllen kann, in der B eine andere Matrix und & eine von 1 verschie- 
dene willkürliche Zahl bedeuten; nach einer Bezeichnung von Cherubino (dies. Zbl. 18, 
97) heißen dann die Homographien A und B vertauschbar im weiteren Sinne. Die 
Bemerkungen des Verf. sird in einem allgemeinen Ergebnis enthalten, das Cherubino 
a.a. O. mittels eines Satzes von Cecioni erhalten hat. Ist A singulär und nilpotent 
und @ die Gruppe aller mit A vertauschbaren Homographien, so bemerkt Verf. zu- 
nächst auf Grund einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 10, 74), daß die Dimension von @ 
gleich > ist, statt, wie es im allgemeinen Falle eintritt, Ih? — 1, worin die h die 
Zahlen der Predellaschen Charakteristik bedeuten. Der Beweis dafür hängt mit der 
Art zusammen, wie man die Bezugselemente auszuwählen hat, um den Modul A auf 
die kanonische Form zu bringen; so ergibt sich auch die geometrische Bedeutung: der 
Zahl e. Bei der Untersuchung der Struktur der Gruppe @ zeigt Verf., daß diese als 
Produkt der Gruppe derjenigen Homographien, die gleichzeitig mit ihren Matrizen 
mit A vertauschbar sind (Vertauschbarkeit im engeren Sinne) einerseits, und einer ge- 
wissen einparametrigen kontinuierlichen Gruppe von allgemeinen nichtsingulären 
Homographien, die leicht bestimmbar sind, andererseits, dargestellt werden kann. 
Zum Schluß wird der Fall untersucht, daß A nicht nilpotent ist, und das Vorangehende 
entsprechend abgeändert; dabei gelangt Verf. zur Kennzeichnung aller Homographien 2, 
die auch in diesem Falle die Beziehung (*) befriedigen. Luigi Campedelli (Firenze). 

Jacobson, N.: An application of E. H. Moore’s determinant of a hermitian matrix. 
Bull. Amer. Math. Soc. 45, 745-—748 (1939). 

In einem nicht notwendig kommutativen Körper K mit von 2 verschiedener 


Charakteristik existiere ein involutorischer Antiautomorphismus &>%& mit «+ 
=&-+ Bß, &ß —= ß%; ist & = &, so gehöre & zum Zentrum von K. Es werden die von 
E. H. Moore definierten Determinanten (vgl. Moore and Barnard, dies. Zbl. 13, 
116) Hermitescher Matrizen aus K: (&;,)=(&,.;) und ihre charakteristischen Polynome 
untersucht. Eichler (Göttingen). 
Gurr, €. E.: The expression of an infinite lower semi-matrix in terms of its idem- 
potent and nilpotent elements. Proc. Edinburgh Math. Soc., II. s. 6, 61—74 (1939). 
Es wird die Elementarteilertheorie endlicher Matrizen auf unendliche Matrizen 
(a) ,k=1,2,...) mit 4, =0 für k>i ausgedehnt. Es wird aber nur der Fall 
betrachtet, daß höchstens je endlich viele a,,; gleich sind. Die Darstellung als Summe 
idempotenter und nilpotenter Elemente nach dem Muster von J. H.M. Wedderburn, 
(Lectures on Matrices. New York 1934; dies. Zbl. 10, 99) gelingt überdies nur unter 


der Voraussetzung (1) >31 \a:]< 0. Dem Verf. ist offenbar die Arbeit von H. Ulm 
i=1 


(dies. Zbl. 17, 99) unbekannt, in der das Problem (allerdings in etwas anderer Aus- 
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drucksweise) für alle Matrizen mit a; = 0 für k >i gelöst wird. Insbesondere ist 
die Einschränkung (1) unnötig und dem Problem nicht angemessen. 
G. Köthe (Münster i. W.). 
Rados, G.: Über semidefinite Hermite-Formen. Mat. termeszett. Ertes. 58, 
288—296 u. deutsch. Zusammenfassung 297 (1939) [Ungarisch]. 
Une forme hermitienne 


N 
H (x) = Ay: %r %s (Bo, 
r,s=1 
peut aussi &tre envisagde comme une forme F(zx’, x”) des 2n variables reelles x/, 7 
oa n,=n. tie, r=1,2,...,n. Laut. demontre d’abord par un calcul direct, 


explicite dans le casn — 3, que le determinant de F(x’, x”) est egal au carr& du deter- 
minant de H(x) [on peut obtenir plus simplement ce resultat en zemarguant que 
Fe, 2) s’obtient de la forme H & 2n variables x,, z, par la substitution %, = x. +icH, 
&, = &. — ix]. On demontre ensuite directement que si H(x) est semi- -definie son 
determinant est nul. T. Popoviciu (Cernäufi). 


Skolem, Th.: Darstellung von Polynomen als Summe von zwei Quadraten. Norsk 
mat. Tidsskr. 21, 154—159 (1939) [Norwegisch]. 

Verf. beweist u.a. den folgenden Satz: Das ganzzahlige Polynom f(x) ist dann 
und nur dann in der Form f(x) =g(x)? + h(x)? darstellbar, mit ganzzahligen und 
relativ primen Polynomen g(x) und h(x), wenn jeder Primfaktor von /(z) in derselben 
Form darstellbar ist und wenn der Primfaktor 2 höchstens in der ersten Potenz vor- 
kommt. Der Teilbarkeitsbegriff bezieht sich auf den aus allen ganzzahligen Poly- 
nomen bestehenden Integritätsbereich. Der Beweis ist eine Verallgemeinerung des 
gewöhnlichen Beweises des entsprechenden Satzes für ganze Zahlen. T. Nagell. 

Rosenbaum, Benjamin: On the irredueibility of certain elasses of polynomials. 
Amer. J. Math. 61, 923—933 (1939). 

Verf. beweist die Irreduzibilität der Polynome 

9% ar xer art 
ae treuet amang 
im Körper der rationalen Zahlen. Hierin sind n, r, s, t positive ganze rationale Zahlen 
mitt<ns — 2. Fürr>2mußn>2sein. Fürvs — t<0ist (vs — t)! = 1 zu setzen. 
Die Größen 4, sind beliebig ganzzahlig mit der Einschränkung, daß g, und g„ nur durch 
Primzahlen teilbar sind, die größer als ns — it oder kleiner als der größte Primteiler 
von ns — t sind. d, ist ein Teiler von (p — 1)!, wenn p den größten Primteiler von 
(ns — t)! bedeutet, und d, ist die kleinste positive ganze Zahl, für die d,(vs — t)! 
durch d, teilbar wird. — Diese Bedingungen lassen sich in gewissen Fällen etwas er- 
weitern. Beispiele für die genannten Polynome sind u.a. die Abschnitte der Reihen 
für e”, cosx” sowie go/dy + ’L(x), wo L(x) ein Laguerresches Polynom bezeichnet. — 
Ein ähnliches Ergebnis gilt, wenn in den einzelnen Summanden der Polynome an die 
Stelle von (vs — t)! das Produkt 1-3-5---(2v»s — 2? — 1) tritt. — Die Beweis- 
führung entspricht den Betrachtungen von I. Schur (8.-B. preuß. Akad. Wiss. 1929, 
125—136 u. 370—391) zum Beweis der Irreduzibilität von 
2 n—i N 

1+ 9117 + 9257 TER Sr = a er (9, beliebig ganzzahlig) 
und benutzt neben einfachen idealtheoretischen Dingen einen Satz von Sylvester 
über die Primteiler in einer Sequenz von %k aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen. 

Werner Schulz (Berlin). 

Lewis, E.P.: Notes on the theory of equations. Math. Gaz. 23, 376—379 (1939). 

Eine reduzierte Gleichung n-ter Ordnung 4" + (#)H y"-?+ ... = 0 besitzt dann 
und nur dann n reelle Wurzeln &,, wenn H<0, |„|<(n — 1) Yon H. Genauere 
Untersuchung für n= 3,4 über den Wert der Lösungen, wenn mehrere Wurzeln 
zusammenfallen. Schulenberg (Berlin). 
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Kneser, Hellmuth: Eine merkwürdige Mittelbildung bei algebraischen Gleichungen 
mit lauter positiven Wurzeln. Math. Z. 45, ee (1939). 


Es wird folgender Satz bewiesen: Es seien y!®, A,,...,Ay reelle Zahlen mit 
O<Ak,=.-<sAn,1=N, und es seien die Dante 
I x In ! 
= Ci... in = , 12, == <,=N,;, 
ve. e y 


nicht sämtlich Null. Bildet man die Polynome 
IW)= os (rad), IM)= D (en)gw(A); 


fo) = U), go) =HA- 1), 


und bezeichnet man mit A, bzw. A/ die ihrer Größe nach geordneten Nullstellen von 
(A) bzw. g(A), so gilt: ,<A,<A/ (wobei also %_ı=<4, %_ı=A)). Der Satz 
(welcher sich, wie bemerkt wird, auf den Fall unendlich vieler A, ausdehnen läßt) steht 
in Beziehung zu Verfahren für die näherungsweise Berechnung der Eigenwerte bei 
gewissen Aufgaben der Technik; er besagt, daß die als Näherungswerte der A, betrach- 
teten A, (Grammel) i. a. bessere obere Schranken liefern als die A/ (Galerkin). Haupt. 

n 


wobei 


Palamä, Giuseppe: Sulla risolvente razionale della DI Va; =(, sotto forma di 
i=1 


determinante. Period. Mat., IV.s. 19, 265—270 (1939). * 
Verf. ermittelt eine rationale Resolvente der Gleichung I Ya, = =0 in Form einer 
i=1 
Determinante 2”-!-ter Ordnung und erweitert damit ein fürn = 3,4 von A. Cayley 
gefundenes Ergebnis. M. Cipolla (Palermo). 
Viola, Tullio: Sulle equazioni algebriche a coeffieienti reali, le eui radiei hanno 
parti reali esterne o non interne a un determinato intervallo. Accad. Sci. Fis. e Mat. 
Napoli, Rend., IV.s. 9, 15—20 (1939). 
(1) f@) = WE" +14. +4, —=0 


sei eine Gleichung geraden Grades mit reellen Koeffizienten; setzt man dann 


k 
u Iu HLZSION 


so lautet die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß alle Wurzeln von 


(1) 
einen Imaginärteil besitzen, der außerhalb bzw. nicht innerhalb des Intervalls (- ar 5 3) 
fällt, dahin, daß die ersten n Hauptunterdeterminanten, die man aus der Matrix 
ee) ee 


herausholen kann, zugleich mit f(x) definite bzw. semidefinite Polynome auf der ganzen. 
reellen Achse sind. Aus diesem Satze kann man leicht die kennzeichnenden Bedingungen 
dafür ableiten, daß die Wurzeln einer algebraischen Gleichung beliebigen Grades 
sämtlich einen Realteil besitzen, der außerhalb bzw. nicht innerhalb eines gegebenen 
Intervalls fällt. C. Miranda (Torino). 

Obresehkoff, Nikola: Über algebraische Gleichungen, die nur Wurzeln mit negativen 
Realteilen besitzen. Math. Z. 45, 747—750 (1939). 

L’A. da una nuova dimostrazione del classico teorema di Hurwitz che assegna 
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la condizione necessaria e sufficiente affinch® un’equazione algebrica a coefficientt 
reali abbia soltanto radici con parte reale negativa. C. Miranda (Torino). 


Abstrakte Theorie der Ringe, Körper und Verwandtes: 

Richardson, A. R.: Some combinatorial problems of finite abstraet algebra. Proc. 
Edinburgh Math. Soc., II. s. 6, 46—50 (1939). 

Es werden Systeme von n Symbolen a betrachtet, die hinsichtlich einer in ihnen 
definierten Operation ab abgeschlossen sind, und es wird nach der Anzahl der Systeme 
gefragt, die ein gewisses Axiomensystem erfüllen oder in denen gewisse Sätze gelten. 
Diese Anzahl heißt die Ausdehnung des Axiomen- oder Satzsystems. Stärke eines 
Axiomen- oder Satzsystems heißt die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein zufällig ge- 
wähltes System dieses System nicht erfüllt. Entsprechend werden die Ausdehnung der 
Verträglichkeit, Unabhängigkeit und Zurückführbarkeit von Axiomen- und Satz- 
systemen definiert. Für gewisse Sätze und Axiome werden die Ausdehnurgen und 
Stärken berechnet. Z. B. ist die Ausdehnung des Axioms: „Es gibt ein Idempotent‘“ 


gleich n"|1 — (1 = = Ik Systeme, die durch bloße Vertauschung der rn Elemente 


ineinander übergehen, werden dabei verschieden gezählt. Für das Assoziativ- und das 
Kommutativgesetz werden wenigstens für n = 3 Abzählungen angegeben, ebenso für 
den Satz, daß die Ordnung eines Teilsystems in n aufgeht und für den, daß zu jedem 
Teiler s von n ein abgeschlossenes Teilsystem der Ordnung s existiert. Die n® Formeln, 
welche das Assoziativgesetz zum Ausdruck bringen, sind nicht unabhängig. Die Formel 
a:be=ab'c hat die Ausdehnung (n? +2n — 2)n"-3; ab-c=a-bc und b-b? 
= b2.b haben zusammen die Ausdehnung (2n? +3n? — 6n +2)n”' 5; ab-c=a-bc 
und a-a?=.a?-a zusammen die Ausdehnung (2n? + 4n? — 8n +3) n’-5. 
Deuring (Jena). 

Dilworth, R. P.: Non-ecommutative residuated lattices. Trans. Amer. Math. Soc. 
46, 426—444 (1939). 

Verf. entwickelt die Theorie derjenigen Verbände, deren Elemente eine nicht- 
kommutative Multiplikation und darüber hinaus eine Residuation zulassen. Derartige 
Verbände sind im Hinblick auf die Zerlegungsprobleme der Algebra von Bedeutung. 
Im Mittelpunkt der Untersuchung stehen die Idealverbände, die sich durch stärkere 
Koppelung der konstituierenden Verknüpfungen ergeben. Unter den Idealverbänden 
zeichnen sich wiederum diejenigen aus, deren oberstes Element zugleich multiplikatives 
Einheitselement ist. Der Ausbau der Begriffsbildung wird systematisch durchgeführt. 
Hinsichtlich der Idealverbände mit einem Einheitselement ergibt sich, daß die Struktur 
derselben in der Nähe des Einheitselementes weitgehend mit der Struktur gewisser 
distributiver Verbände übereinstimmt; besonders einfach gestalten sich die Verhält- 
nisse, wenn die Anzahl der divisorfreien Elemente endlich ist. Weiter werden die 
Idealverbände auf eigentlich arithmetische Eigenschaften hin untersucht; zwanglos 
ordnet sich hier die Theorie der nichtkommutativen Noetherschen Verbände ein. 
Zum Schluß der zu weiteren Studien anregenden Arbeit werden längenendliche Ideal- 
verbände, insbesondere sogenannte semi-simple Verbände, betrachtet, deren enge Ver- 
wandtschaft mit den Booleschen Verbänden aufgewiesen wird. F. Klein-Barmen. 

Shapiro, 6. M.: On the Eigenwerte in normed struetures. ©. R. Acad. Sci. URSS, 
N. s. 24, 523—524 (1939). 

Der Begriff des Eigenwertes und seiner Vielfachheit wird auf Verbände übertragen, 
in denen ein Rang (Dimension) und eine Norm (v(a)>v(b), wenn a>b) erklärt ist. 

@. Köthe (Münster i. W.). 

Kawada, Yukiyosi, un« Köiti Kondö: Idealtheorie in niehtkommutativen Halb- 
gruppen. Jap. J. Math. 16, 37—45 (1939). 

Im Auschluß an A. H. Clifford (dies. Zbl. 19, 194) wird die Idealtheorie nichtkommuta- 


tiver Halbgruppen R entwickelt. Das Zentrum von R enthalte eine Gruppe g. Eine Teil- 
halbgruppe D von R heißt Ordnung, wenn jedes & ER in der Form sz-!, sED, zEo=Rng 
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geschrieben werden kann. D heißt maximal, wenn jede Ordnung O* mit AD*+C DOC 0O* 
für ein A € o gleich O ist. Für eine Teilmenge a von # ist a-” bzw. a”! die Menge alleriER 
mit atED bzw.ta€ED. a heißt Links- (Rechtsideal) von O, wenn 1. (a-"!=a((a-Y = a) 
und 2. Asa C OD, ua Ea für passende Aa, ua aus o ist. Linksordnung Q, und Rechtsordnung 9, 
von a werden wie üblich als Menge aller GER mit taCa bzw. atC a erklärt. Für ein Links- 
ideal a einer Maximalordnung D ist DO, = DO und AD, CO für passendes AEo. Für eine 
Teilmenge a von R bezeichnet a-! die Menge aller «ER mitaxaCa. Für ein Linksideal a 
einer Maximalordnung OD ist (a1)! = a, und die Rechtsordnung von a ist die Linksordnung 
von a-!. Für jede Teilmenge A von R genügt (A!) -! der Linksidealbedingung 1 und (4 -!)-* 
der Rechtsidealbedingung 1. Ist (A-1)-?= (A -1)"" und genügt (4-!)-! auch der Ideal- 
bedingung 2, so wird gesagt, daß A ein zweiseitiges Ideal (4) = (4 "!)"!= (A "1)-" erzeuge. 
Sind a und b zweiseitige Ideale, so erzeugt die Menge aller Produkte «ß, « €a, ß E bein Ideal 
ab, und die Vereinigungsmenge aller & €Ea, ßE b erzeugt ein Ideal (a, b). Die zweiseitigen 
Ideale einer Maximalordnung 9 bilden eine Gruppe mit O als Eins und a-a!=a-!-0 =D. 
Wenn a<b,soa=c-b=b-dmitganzen (in O enthaltenen) c,d. Auch für die Linksideale r; 
einer Maximalordnung 9, gilt 1,1; "= O,. Die Rechtsordnung OD, eines jeden z, ist ebenfalls 
maximal. x, wird mit X, bezeichnet. Ist c die Menge aller Produkte aß, «x Ea,,, BEb,,, 
80 heißt c,, = (ec)! das eigentliche Produkt von a,, mit b,, und wird mit a,; : b,, bezeichnet. 
Die a;, a WAD, CD 'D, für passende A,,w,€o, bilden hinsichtlich der eigentlichen 
Multiplikation ein Gruppoid mit den ©, als Einselementen. Ein ganzes zweiseitiges Ideal p 
von g heiße prim, wennausa-b<Cp,adtp,bcp folgt. Gilt für ganze zweiseitige Ideale von 
D der Teilerkettensatz, so ist jedes ganze zweiseitige Ideal einer Maximalordnuug OD eindeutig 
als Primidealpotenzprodukt darstellbar, und hieraus folgt, daß die Gruppe der zweiseitigen 
Ideale abelsch ist. Ist R eine Gruppe, so sind die folgenden drei Bedingungen gleichbedeutend: 
1. Jedes a definiert ein Ideal (a). 2. Die Kommutatorgruppe 8 von R liegt in O. 3. Alle D- 
Links- und alle O-Rechtsideale a sind zweiseitig. Es gilt danna®=a,unda «> ä = a/f ist eine 
isomorphe Abbildung der Ideale von D auf die von O—=9H/R. Ist R nicht notwendig eine Gruppe, 
R* die Teilmenge aller Elemente a mit Inversen a"! und $ die Untergruppe in R* aller a, 
die Ideale (a) erzeugen, so ist DO’ = ON 9 Maximalordnung von $. Ein D-Ideal a’ erzeugt 
ein zweiseitiges O-Ideal a = (a’). Es ist umgekehrt an $ = a‘, und a — a’ ist eine isomorphe 
Abbildung. Deuring (Jena). 
Asano, Keizö: Arithmetische Idealtheorie in nichtkommutativen Ringen. Jap. J. 


Math. 16, 1—36 (1939). 

Die Arbeit, die gleichzeitig eine Zusammenfassung und Weiterführung der Theorie 
darstellt, behandelt Ringe S mit Einselement, in denen jedes reguläre Element ein 
inverses besitzt und in denen ein Unterring o, so ausgezeichnet ist, daß jedes Element 
von 8 sich durch rechtsseitige Multiplikation mit einem regulären Element in ein 
Element von o, verwandeln läßt. — Ein Unterring o von S heißt Ordnung, wenn es 
reguläre Elemente A, u, A’, u’ gibt mit Aouyuu SCo@ A’'o,w', und vo heißt beschränkt, 
wenn es für jedes reguläre & € o ein reguläres Element $ gibt mit xo>oß. Ein v-Links- 
modul a heißt o-Linksideal, wenn es reguläre Elemente u, w’ gibt mit vu Za< ou”. 
Für die Ideale werden in üblicher Weise Linksordnung, Rechtsordnung, normales 
Ideal und inverses Ideal erklärt. Ein Primideal p ‚heißt stark teilerlos, wenn in o/p die 
Minimalbedingung für Linksideale erfüllt ist. Aus den Axiomen: I. Es gibt eine be- 
schränkte Maximalordnung, II. In jeder Maximalordnung ist die Maximalbedingung 
für die ganzen zweiseitigen Ideale erfüllt, III. In jeder Maximalordnung ist jedes 
Primideal stark teilerlos, — deren Gleichwertigkeit mit I. und II.* In jeder Maximal- 
ordnung ist die eingeschränkte Minimalbedingung für die ganzen Linksideale erfüllt, 
gezeigt wird — wird zunächst die übliche Arithmetik entwickelt (Abelsche Gruppe der 
zweiseitigen Ideale! Gruppoid der normalen Ideale bei eigentlicher Multiplikation!). 
Hierfür sind die Axiome auch notwendig. — Die Restklassenringe nach den zweiseitigen 
Idealen erweisen sich als einreihige Ringe [vgl. G. Köthe, Math. Z. 39, 31 —44 (1934); 
dies. Zbl. 10, 11], in denen jedes Ideal Hauptideal ist. Für ganze o-Linksideale einer 
Maximalordnung o wird dann die direkte Zerlegbarkeit untersucht. Die Darstellung als 
direkter Durchschnitt direkt unzerlegbarer Ideale ist bis auf Gleichartigkeit eindeutig 
(a und b heißen gleichartig, wenn o/a und o/b operatorisomorph sind). Die Summe der 
zweiseitigen Unterideale eines direkt unzerlegbaren Ideals a ist stets Primidealpotenz 
und charakterisiert a bis auf Gleichartigkeit. Daher gibt es für jedes Ideal eine ein- 
deutige Darstellung als Durchschnitt von Teilern von Potenzen verschiedener Prim- 
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ideale. — Zwei ganze normale Ideale a;;,b ‚, heißen gleichartig, wenn o;/a;, operator- 
isomorph zu einem G,/G5bjı ist. (Hierfür wird ein notwendiges und hinreichendes 
Kriterium angegeben.) Es gilt der Hauptsatz: Jedes ganze normale Ideal ist eigent- 
liches Produkt unzerlegbarer Ideale. Die Faktoren sind bis auf Gleichartigkeit ein- 
deutig und die Reihenfolge bis auf Gleichartigkeit beliebig vorschreibbar. — Zum 
Schluß wird die Theorie der Quotientenringe nach einem Ideal aus dem Kommutativen 
weitgehend übertragen (bis zur Definition von Bewertungen). Lorenzen (Bonn). 


© Asano, Keizö: Nichtkommutative Hauptidealringe. I. (Actualies scient. et in- 
dustr. Nr. 696.) Paris: Hermann & Cie. 1938. Fres. 15.—. 


Hopkins, Charles: Rings with minimal condition for left ideas. Ann. of Math., 
II. s. 40, 712—730 (1939). 

Theorie der Ringe A, deren Linksideale der Minimalbedingung genügen (M.L.I.-Ringe). 
Der Hauptpunkt ist der Nachweis, daß das Radikal R eines M.L.I.-Rings A nilpotent ist. 
Der Rechtsannulator N, von R ist die Menge aller ze Rmit Re=0. Es ist N, = 0, wenn 
R + 0, N, ist ein zweiseitiges Ideal von A. N,/N, sei der Rechtsannulator des Radikals R/N, 
von A/N,, N,/N, der von R/N, usw. Es wird N, = 0: R*. Andererseits ist wegen der Minimal- 
bedingung R>R?>... > Rt-ı> Rk= R*Ht!=... für ein gewisses k. Es ist also 
N,=0:R*=0:Rttı= N,,, und da im Falle N, < R noch N,,ı> N, wäre, so ist 
N, = R, Rk = R*t1= RN, =0. In einem M.L.1.-Ring ist die Summe aller minimalen 
Linksideale ein zweiseitiges Ideal M, das als direkte Summe endlich vieler von 0 verschiede- 
ner minimaler Linksideale geschrieben werden kann: Ist I,,l,,... eine Folge einfacher 
Linksideale #0, so daß 1,,,E%; = (lu, 1,..,4), so ist ;=h+tb+t-.- +1 die 
direkte Summe der [,. Die Vereinigungsmenge ©, aller 2, ist ein Linksideal, ebenso die 
Vereinigungsmenge ©, aller Y =1,+L4ı +: +1,t=75j7+1...8, 2,2 &D--- 
ist eine absteigende Kette, die wegen der Minimalbedingung abbrechen muß. Daher bricht 
auch u <, <W,<-.-.- ab, w. z.b. w. Die Zerlegung M=h +b,+:--- +1, ist 
bis auf A-Operatorisomorphie der Summanden eindeutig. Die Summe NR aller minimalen 
nilpotenten Linksideale von A ist ein nilpotentes zweiseitiges Ideal in A vom Exponenten 2 
und kann als Durchschnitt von M mit dem Rechtsannulator N, von R geschrieben werden. 
It EHN—=M — ein solches Linksideal 2 gibt es natürlich stets —, so ist 2 halbeinfach, 
jedes Linksideal von List auch eines von A, es ist Q=eA4e, eEins vn, A=X-+el,+t, 
wo tr, < I, Rechts- und Linksannulator von e in A bedeuten; % ist Rechtsideal von A modulo 
N, und IR =0, LN—EeN. — Ist GTEMN, so ist mit !=Le+d) auahN= HN. 
Ist d, #d,, so L(e+d,) # X(e+d,). Jedes 2 mt M=!’+NM hat diese Form. 1, ist 
für alle 2’ das gleiche. Ein M.L.I.-Ring ist entweder nilpotent oder er enthält ein Hauptidem- 
potent e (Hauptidempotent: es gibt kein Idempotent u mit eu= we =). — Ist A = (a, b), 
wo der Teilring b im Radikal R liegt, so ist « auch M.L.I.-Ring. Ein M.L.1.-Nilring ist auch 
M.R.l.-Ring. Ebenso schließt in einem Nilring die Maximalbedingung für Linksideale sie auch 
für Rechtsideale ein. Jeder Teilring eines M.L.I.-Nilrings ist M.L.I.-Ring, und für Teilringe 
eines M.L.I.-Nilrings gilt die Minimalbedingung. Ist e Hauptidempotent in A, A=4Ae-+% 
=eA+N,NR der Rechts-, 2 der Linksannulator von ein A, so sind e4 und Ae M.L.I.-Ringe. 
R ist M.L.I.- und M.R.I.-Ring, während über £ nichts ausgesagt werden kann. Ein‘M.L.I.-Ring 
mit Linkseins oder Rechtseins erfüllt auch die Maximalbedingung für Linksideale. Das gilt 
fürdasXinA=eA+NR. Inder Zerlegung A=eAde+eL+Re+LNRit LNR=REeR, 
falls A idempotent ist. Jeder nicht nilpotente M.L.I.-Ring A ist Summe eines nilpotenten 
M.L.l.-Ringes B und eines idempotenten zweiseitigen M.L.I.-Ideals J von A. Es kann dabei 


J= Ak, A-1> Ak— Art! .. gesetzt werdenund B= L&NNR, wo &,R Links- und Rechts- 
annulator eines Hauptidempotents von A*in A bedeuten. Dann ist JNB=NReR. Eine di- 
rekte Zerlegung A = 4*+0Q, Q Nilring, ist nicht immer möglich. Deuring (Jena). 


Ritt, J. F., and H. W. Raudenbush jr.: Ideal theory and algebraie difference equa- 
tions. Trans. Amer. Math. Soc. 46, 445—452 (1939). 

Es werden Ringe betrachtet, in denen zu jedem Element a ein Transformiertes a, 
definiert ist, so daß 1,=1 und (a +b), =a, + bı gilt. Z.B. können die Elemente 
a Funktionen von x und a,(z) =a(x + 1) sein. Die Transformierten a, von « werden 
rekursiv durch a„+ı = (a,), definiert. Ein Ideal z eines solchen „Differenzringes“ R 
heißt ein Differenzideal, wenn aus a, € z folgt «€ x und umgekehrt. Das Ideal heißt 
perfekt, wenn aus a,a, ...a; Erfolgt a€ x. Das kleinste perfekte Ideal {co}, das eine 
gegebene Menge o enthält, kann so erzeugt werden: Zunächst erzeugen die Elemente 
von o und ihre Transformierten ein Ideal [0]; sodann bilde man die Menge der Elemente, 
deren Transformierte zu [0] gehören; diese beiden Prozesse werden immer abwechselnd 
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wiederholt und schließlich wird die Vereinigungsmenge gebildet. Es genügt nicht, 
die beiden Prozesse nur einmal anzuwenden. Eine endliche Teilmenge 9 von o heißt 
Basis von o, wenn {p} die Menge o umfaßt. Wenn jede Menge in R eine Basis besitzt, 
so sagt man, in R gelte der Basissatz. Jedes perfekte Ideal von R ist dann ein Durch- 
schnitt von endlich vielen Primidealen. Werden zum Ring R Unbestimmte y;(x + 7) 
@=1,2,...,n) hinzugenommen, so kann man im Polynomring dieser Unbestimmten 
zu jedem Polynom das Transformierte definieren, indem man jedes y;(2 - 5) durch 
Yı(x +7 + 1) und jeden Koeffizienten a durch a, ersetzt. Ist R ein Körper, so gilt im 
Polynomring der Basissatz. Wenn ein Polynom @ Null wird für alle Nullstellen der 
Polynome einer Menge 9 in jedem Erweiterungskörper von R, so ist @ in {p} enthalten. 
‘ van der Waerden (Leipzig). 

Asano, Keizö: Über verallgemeinerte Abelsche Gruppen mit hyperkomplexem 
Operatorenring und ihre Anwendungen. Jap. J. Math. 15, 231—253 (1939). 

0 sei ein nichtkommutativer Ring mit Einheitselement, der den Doppelkettensatz 
für einseitige Ideale erfüllt. Ist o die direkte Summe von primären Ringen, in denen 
jedes minimale nicht nilpotente Links- bzw. Rechtsideal nur eine einzige Kompositions- 
reihe besitzt, so heißt o einreihig [vgl. G. Köthe, Math. Z. 39, 31—44 (1934); dies. 
Zbl. 10, 11]. Verf. beweist, daß o dann und nur dann einreihig ist, wenn jedes einseitige 
Ideal in o Hauptideal ist, also v ein Hauptidealring ist. Es folgt ein neuer Beweis für 
das vom Ref. erhaltene Resultat, daß die Einreihigkeit von o notwendig und hinreichend 
dafür ist, daß jede endliche verallgemeinerte Abelsche Gruppe mit Operatorenbereich o 
direkt zerlegbar ist in zyklische, direkt unzerlegbare Gruppen. Es wird ferner die 
Struktur des Automorphismenringes einer verallgemeinerten Abelschen Gruppe mit 
einreihigem ÖOperatorenring untersucht und eine Reihe von Resultaten darüber nach 
dem Muster von K. Shoda [Math. Ann. 100, 674—686 (1928)] für gewöhnliche Abelsche 
Gruppen bewiesen. Als Anwendungen werden die reziproken Darstellungen einer 
einreihigen Algebra © über X in einem Schiefkörper & mit dem Zentrum K bestimmt, 
ferner werden die bekannten Sätze über miteinander vertauschbare nichtkommutative 
Teilkörper einer einfachen Algebra auf einreihige Teilalgebren ausgedehnt. 

@G. Köthe (Münster 1. W.). 

MeCoy, Neal H.: A theorem on matrices over a commutative ring. Bull. Amer. 
Math. Soc. 45, 740-—744 (1939). 

Es wird eine Verallgemeinerung eines Satzes des Verf. (dies. Zbl. 21, 4) bewiesen. 
Es seien A, W=1,2,..., m) vorgegebene (n, n)-Matrizen mit Elementen aus einem 
kommutativen Ring R mit Einheitselement. Es bezeichne ferner S den Ring aller 
Polynome in den A, mit Koeffizienten aus R. 3 sei das zweiseitige Ideal von 8, das durch 
Ay = AA; — 4,4 Wj=1,2,...,m) erzeugt wird. 8/3 ist dann kommutativ. Man 
betrachte jetzt die homomorphe Abbildung f(x, -., 2m) > MA1,:--., Am) mod 3 
des Polynomringes R[x}, 23, . . -, &„] auf 8/3. Es sei m das Ideal von R[x,, 25, ..., m], 
das aus allen Elementen besteht, die in 8/3 auf Null abgebildet sind. Man sagt nun, 
daß die Matrizen A; die Eigenschaft P besitzen, wenn für jedes f(A,, A,,..., An) 
und jedes Element h aus S folgende Bedingung erfüllt ist: {Alf A... Au) — 0 
gilt für genügend großes q dann und nur dann, wenn {h[f(&,, %,..., &m)]} = 0 
modım für genügend großes r gilt. Der bewiesene Satz lautet dann: Die Matrizen A, 
besitzen dann und nur dann die Eigenschaft P, wenn alle Elemente von 3 nilpotent 
sind. Cahit Arf. 

MaeDuffee, €. C.: Modules and ideals in a Frobenius algebra. Mh. Math. Phys. 48, 
293—313 (1939). 

Die Grundlagen der Modul- und Idealtheorie in Ringen ganzer Größen von Algebren 
werden auf die arithmetische Theorie der Matrizen gegründet. U sei eine Algebra über 
dem Körper % mit einer Basis &,,...., &,, die der Frobeniusschen Bedingung genügt, 


N N 
daß für wenigstens ein A = Dl,e, aus X die parastrophische Matrix = >1,0% 
v=1 v=1 
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R 
d, = (%si,), r Zeilen-, s Spaltenindex, &;&,; = DI &ijr&r, nichtsingulär ist. X hat dann 
k=1 


eine Eins &, die gleich e, gewählt werde. In % sei R ein Hauptidealring; wenn die o;;; 

in R liegen, so heißt $ = Re; ein Ring ganzer Größen in X. Jeder R-Modul WM in 3 
N & 

hat eine Basis | : |=B| : |. B heißt dem Modul M zugeordnet. Ist, d. h. ist: R 


N En 
nichtsingulär, B bis auf einen unimodularen Linksfaktor eindeutig bestimmt. 
Ist dem Modul M; die Matrix B, zugeordnet, so der Summe (M,, M;, . . .) der größte 
gemeinsame Rechtsteiler und dem Durchschnitt der M; das kleinste gemeinsame 
Linksvielfache von B,, B,,... It MM, CM;, so ist B, gemeinsamer Rechtsteiler 
von B,S(Bgı),---, BıS(ß2n) und auch von B,RT(ß,,),.-., BaR”(ß,„). Dabei ist 


ß: 1 & 


: |=B;| : | Basis vom M; und $(«) ist durch (&&1,...., &&n) = (E1> - - -, En) S(&), 
Bin En, 
R(«&) durch &1& & 
=R(c) 
En& Eu 


definiert. Ist MM, >M, so ist B, = 3) K,B,S8 (Ps) = DI K;ByRT(Bın) mit ganzen 


7 ; 

Matrizen K,, K;, mithin ist im Falle M,M, = M,; B, größter gemeinsamer Rechts- 
teiler von B,8(ßzı); - - -» BıS(ßa„) und von B,RT(B,1),- - -» BaRT(Pın). M ist dann 
und nur dann Linksideal, wenn B gemeinsamer Rechtsteiler von S$(ß}), - . -, 8(ß,) 
oder von BRT(e,),..., BR”T(e,), dann und nur dann Rechtsideal, wenn B gemein- 
samer Rechtsteiler von RT(ß,),..., R7(ß,) oder von BS(e,),..., BS(e„) ist. Dem 
Linkshauptideal M=(a]=%& entspricht B=S(a), dem Rechtshauptideal 
[&) = a%dagegen B= R”T(«). Sind D,,..., D, Matrizen int, so ist jede Matrix A mit 
AR?(&)=D!A,i=]1,...,n einem Linksideal zugeordnet. Alle A mit dieser Eigen- 
schaft bilden eine enge Linksklasse & von Linksidealmatrizen (left minor class of left 
ideal matrices). € hat eine R-Basis (unter der Frobeniusbedingung). Für jedes x € % 
gehören A und AS(«) zu der gleichen engen Linksklasse C, und A und ARr,, zu der glei- 
chen engen Rechtsklasse von Rechtsidealmatrizen. Zwei & sind entweder gleich oder ele- 
mente-fremd. Liegen A und Bin und ist B nichtsingulär, so ist A = BS(P), BEN. — 
Zwei nichtsinguläre Linksideale a und b sind genau dann äquivalent — d.h. es ist 
a=br, re A —, wenn, unter A, B den Idealen a, b zugeordnete Matrizen verstanden, 
die Matrizen D;, = (ARF(ey AUT = (AT)-IR(&) AT; i=1,2,...,n sich gemeinsam 
unimodular in D’=(BF)-IR(&)BT, «=1,2,...,n transformieren lassen: 
D;= U-!D,U, Uund U-!ınR. (Vgl. auchC.C. MacDuffee, Trans. Amer. Math. 
Soc. 31, 71—90 (1928), Bull. Amer. Math. Soc. 35, 347 (1929) u. dies. Zbl. 2, 11; 2,116; 
3, 100; 7, 292.) Deuring (Jena). 


Guarnaeeia, Clelia: Sulle algebre complesse commutative irridueibili del 4° ordine 
dotate di modulo. Accad. Sci. Fis. e Mat. Napoli, Rend., IV.s. 9, 4554 (1939). 

Es gibt nach N. Spampinato [Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI.s. 26, 3—7 
(1937); dies. Zbl. 17, 217] vier irreduzible (d.h. nicht in direkte Summanden zerlegbare) 
kommutative Algebren über dem komplexen Zahlkörper, in welchen ein Absolutbetrag 
erklärt ist. Es wird erstens gezeigt, daß in diesen eine algebraische Gleichung n-ten 
Grades i. a. n Wurzeln besitzt. Zweitens werden die Funktionen e&, cosz, sin z durch 
Potenzreihen definiert, ihr Konvergenzverhalten studiert und die Koeffizienten der 
Basisgrößen in den Summen durch die Koeffizienten der Grundvariablen ausgedrückt. 

Eichler (Göttingen). 
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Zahi- und Funktionenkörper: 


Bauer, Michael: Über zusammengesetzte relativ Galoissche Zahlkörper. Mat. fiz. 
Lap. 46, 127—132 u. dtsch. Zusammenfassung 133 (1939) [Ungarisch]. 

Bauer, Michael: Über die Zusammensetzung algebraischer Zahlkörper. Mat. fiz. 
Lap. 46, 134—139 u. dtsch. Zusammenfassung 140 (1939) [Ungarisch]. 

Es seien k, K,,K, (k< K,, K,) algebraische Zahlkörper endlichen Grades, ® ein 
Primideal im zusammengesetzten Körper K,K,, PB; (=1, 2), p die durch ® teilbaren 
Primideale in K, bzw. k, p die durch p teilbare positive Primzahl, f;, F die Grade, 
9,6 die Ordnungen der Primideale ®,;, B in den Relativkörpern K;/k bzw. K,K;/k, 


Krug, G=P, (H,n)=(e@ 9, pP =1 
(m;, M,g®,G® ganz rational). In der zweiten Arbeit gewinnt Verf. die Formeln 


__. .Iı9a ER hf _ (91» 92) 
RE a Ag 


0 9 
2) 00= nat, rpm (1 
(gi ),gy) 

(t, U,r natürliche Zahlen) und für den Fall, daß X,/k (oder K,/k) galoisisch ist, die 
schärferen Formeln 

‚ _ 9192 ‚ Dr he ‚ D ‚ rg gp 
(1) G= Au Al (9:92) ; (2) Fein AA, (3) 0 = (I, )" 
Der Beweis von (1)—(3) ist sehr einfach, nimmt den Galoisschen Körper von K,Ky/k 
zu Hilfe, beruht auf der Galoisschen Theorie, der Hilbertschen Theorie der einem Prim- 
ideal zugeordneten Untergruppen und der Rechnung mit Komplexen von Gruppen- 
elementen. Die Formeln (1”)—(3’) entstehen parallel dadurch, daß unter der genannten 
Annahme die verwendeten Komplexe in Gruppen übergehen. All diese Gleiehungen 
enthalten mehrere frühere Resultate. So hat M. Moriya (dies. Zbl. 15, 98) (3) 
für M=m,+m, und (2) für @=g,9, bewiesen. [Vgl. noch Ö.Ore, Über zu- 
sammengesetzte algebraische Körper. Acta math. 49, 379—396 (1926).] In der ersten 
Arbeit wird der Fall behandelt, daß X,/k, Kz/k beide galoisisch sind. Der Beweis von 
(1’)—(3’) gestaltet sich noch etwas einfacher, führt aber nicht über diese Formeln 
hinaus. Redei (Budapest). 

Vandiver, H. S.: On the composition of the group of ideal elasses in a properly 
irregular eyelotomie field. Mh. Math. Phys. 48, 369—380 (1939). 

Verf. bestimmt die Struktur der irregulären Klassengruppe eines eigentlich ir- 
regulären Kreiskörpers [d. h. eines Kreiskörpers, dessen Klassenzahl H = H,H, einen 
zu  primen zweiten Faktor H, hat; K = K(e?"l), | eine ungerade Primzahl]. Das 
Hauptresultat ist in seiner früheren Arbeit [Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8. A. 15, 202—207 
(1929)] ohne Beweis angegeben. Hecke (Göttinger Nachr. 1910, 420—424) und 
Furtwängler (Göttinger Nachr. 1910, 554—562) untersuchten die irreguläre Klassen- 
gruppe mit Anwendung auf den Fermatschen Satz. Pollaczeck hat in seiner wichtigen 
Arbeit [Math. Z. 21, 1—38 (1924)] präzise Eigenschaften der Basis der irregulären 
Klassengruppe und Morishima [Jap. J. Math. 10, 383—126 (1933); dies. Zbl. 8, 54] 
hat dasselbe Problem für die Körper der !”-ten Einheitswurzeln untersucht. Das Haupt- 
tesultat von Vandiver lautet: Es seien B,, Bas; - - :; Ba. die durch / teilbaren 
Bernoullischen Zahlen (a; < (l — 3)/2) und Ah, der zu B,„, gehörige maximale Exponent, 
d. h. die größte Zahl h mit der Kongruenzbedingung B,; + 132 = 0 (mod !?);s=1"(2a,; —1). 
Dann sind la, /%s,...,l%e genau die Invarianten der irregulären Klassengruppe des 


eigentlich irregulären Kreiskörpers. Eine Basis C; ?—1,2,...,e) kann so gewählt 
„n-20 2 0 5 8 > WEM: 
werden, daß 0; De 1, wo s die erzeugende Galoissubstitution und 7 eine primitive 


Wurzel von / ist. Auch wird eine Basis der singulär primären Zahlen entsprechend 
bestimmt. Hinzugefügt sind zwei Korollarien über Kummersche Logarithmen. 
T. Tannaka (Sendai). 
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Vandiver, H. S.: On basis systems for groups of ideal elasses in a properly irregular 
eyelotomie field. Proc. nat. Acad. Sci. Wash. 25, 586591 (1939). 

Es sei k(£) ein eigentlich irregulärer Kreiskörper, d. h. mit einer ungeraden Prim- 
zahl I sei log£ = 2i/l, und der zweite Faktor der Klassenzahl von k(£) sei zu / prim. 
Die Klassenzahl von k(£) enthalte ! genau in der Potenz !”. Es gibt nun unendlich 


viele ideale Primzahlen p von der Art, daß die Ideale 

1-2 

a; — > pSe me, i 

c=0 
eine Basis der I-Klassengruppe von k(£) bilden. Dabei bedeutet $, den Automorphismus 
CC”, r eine Primitivwurzel mod, m,; = r#-D", ,<(l — 3)/2 die Nummern der 
ersten durch / teilbaren Bernoullischen Zahlen. — In welchem Sinne die Summe der 
idealen Primzahlen zu verstehen ist, ist dem Ref. nicht klar geworden. Eichler. 

Hecke, E.: Grundlagen einer Theorie der Integralgruppen und der Integralperioden 

bei den Normalteilern der Modulgruppe. Math. Arin. 116, 469—510 (1939). 


Die Differentiale erster Gattung eines algebraischen Funktionenkörpers K vom Ge- 
schlechte p setzen sich bei den Automorphismen von K nach einer Darstellung © p-ten Grades 
der Automorphismengruppe &® um. Dieses zuerst allgemein von Hurwitz und Chevalley 
und ‚Weil (dies. Zbl. 9, 160) für elliptische Modulfunktionen von Primzahlstufe vom Verf. 
[Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 6 (1928)] behandelte Problem zerfällt in zwei ungleich 
schwierige Teilaufgaben: I. Die Bestimmung von © +6, d.i. der Darstellung, nach der 
sich die 2p reellen ganzen Potentiale umsetzen, was im Grunde eine Angelegenheit der Topologie 
ist. II. Die Ermittlung der Vielfachheit, mit der eine irreduzible Darstellung nichtreellen 
Charakters in © enthalten ist; für die mit reellem Charakter ergibt sie sich ja schon aus der 
Lösung von I. K seider Körper der bei einem Normalteiler % von endlichem Index p der Modul- 
gruppe I'(1) invarianten Modulfunktionen, also & = T(1)/R. Für diesen Fall wird gezeigt: 
D sei eine irreduzible Darstellung des Charakters xy von & vom Grad f. Dkommtin6 +6& 
mit der Vielfachheit 1 


1 5 A 
in Zan-4 Zum-4 Yon Uirotı, Penoa, 


T 
n modN n mod 2 n nod3 N= Ordnung von U mod.%. 


vor. Der Beweis beruht wesentlich darauf, daß nicht die Differentiale, sondern die zugehörigen 
Integrale betrachtet werden, die sich bei Modulsubstitutionen $ nach affinen Transformationen 
umsetzen, deren homogene Bestandteile die Gruppe © liefern. Die 2p ganzen Potentiale 
er) = {fı (T),.. -, fan(T)} setzen sich bei Z’(1) so um: z(ST) = Msr(tT) + p,. M; ist die Dar- 


stellung © + ©. Für parabolisches S ist ps = 0, insbesondere pyy=0. N ist eine freie 
ee 


N 1=0c-— 1 parabolischen Erzeugenden U, und 2p weiteren Erzeugenden 


Gruppe mit 


Li,..., 22. In beliebigen komplexen a,,...,q,, gibt es ein Potential erster Gattung f(r) 
mit f(Z,r) = f{r) + a,. Wird die Darstellung durch ein invariantes System von ganzen Poten- 
tialen erzeugt, so ist M, = Einsmatrix € für LEN und eine affine Transformation bringt die 
Darstellung in eine „zulässige“ Gestalt mit p„= 0. Sie ist durch My, Mr, pr bestimmt. 
Ist p, = 0 für jedes LEN, so kann sie auf die Gestalt (M;, ps = 0) für alle S gebracht werden. 
(M,,0) und (Mr, pr) erzeugen genau dann eine zulässige Darstellung von 7'(1), wenn M,, Mr 
eine homogene Darstellung von T{(1)/N erzeugen und (E + M,)pr = 0, (E+ Mr u + ME )Ppr—=0 
ist. Der Rang R, dieses Gleichungssystems ist R,<4 3 x(T*)+4 > x((TU)) (Cha- 
n mod 2 d 


n mod 3 
rakter von Ms). Bei gegebenen M, sind genau die (My;,pr) mit (M;,0) affin äquivalent, 
für die pP = ar - Mra mit a—Mya=0, und die Anzahl W(x) der linear unabhängigen 


i : 1 H 
dieser pr ist < — > x(U"*). Jede zulässige Darstellung (M;, ps) von 7'(1) mit irreduziblem 


n mod N 

Ms und p, + O0 für mindestens eine reine Translation wird durch genau ein System von ganzen 
Potentialen erzeugt, was mit Hilfe der erwähnten Existenzsätze für Potentiale gezeigt wird. 
Summation der Ungleichungen für W(y) und R, ergibt zusammen mit dieser Existenzaussage, 
daß in diesen Ungleichungen das Gleichheitszeichen gilt, und weiter die Formel für r. Es werden 
weiter die Riemannschen Periodenrelationen für Scharen von bei /'(1) invarianten Integralen 
erster Gattung mit Hilfe einer bei ,invarianten positiven Hermiteschen Form = MHM;= 5 
umgeformt. Es sei jetzt die Darstellung ® von ® reell angenommen und K (D) der von ihren 
Koeffizienten erzeugte Zahlkörper. Die k zu ® gehörigen linear unabhängigen Integralvektoren 
erster Gattung lassen sich so wählen, daß 


Od :o 7} . ? 22: 
I UOd)=- Mil), KIT) = Mil) + er teh 01,20. 
vl 
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Die Matrix (T,e) ist symmetrisch und hat einen positiven Imaginärteil, die 2k Vektoren g*+* 
liegen in X(D) und genügen den Gleichungen 
E-NMN)g=I (ECM tM)g=0, 
la — Mza) = 0 hat alla mt a Mra=0. 

Es sei jetzt Q — T'(g), q Primzahl >2. Dann wird gezeigt, daß jede irreduzible Darstellung 
von T(1)/R =M(g) eine Darstellung im Körper ihrer Charaktere ist, ein rein gruppentheore- 
tischer Hilfssatz. Es werden einige numerische Beispiele gegeben, es sei hier nur folgendes 
erwähnt: Hat D rationalen Charakter und ist ®D nur einmal in © enthalten, so sind die zu- 
gehörigen Integrale in der normierten Gestalt elliptisch. Z. B. lassen sich hiernach für gq=11, 
Geschlecht p = 26, alle 26 Integrale erster Gattung als elliptische Integrale wählen. Bei der 
Bestimmung der r,. kommt es weniger auf die expliziten Werte als auf Eigenschaften an, 
die von der Basiswahl im Raum dw g unabhängig sind, also etwa auf die Werte der Modulfunk- 
tionen k-ten Grades für die 7,0. So eröffnen sich neue Zusammenhänge, die besonders inter- 
essant werden in den Fällen, wo sich die Integrale erster Gattung zu F(g) als Integrale von 
quaternären Thetareihen schreiben lassen. In diesen Fällen können die p, auf die Werte der 
mit den zugehörigen quaternären quadratischen Formen gebildeten Dirichletreihen bei s = 1, 
dem Symmetriepunkt ihrer Funktionalgleichung, zurückgeführt werden. Deuring (Jena). 


Zahlentheorie: 

@ Scholz, Arnold: Einführung in die Zahlentheorie. (Sammlung Göschen. 
Bd. 1131.) Berlin: de Gruyter 1939. 136 S. RM. 1.62. 

Norton, H. W.: The 7 x 7 squares. Ann. of Eugen. 9, 269—307 (1939). 


Travers, J.: Rules for bordered magie squares. Math. Gaz. 23, 349—351 (1939). 
Verf. gibt, wie er sagt, Konstruktionsregeln für geränderte magische Quadrate und 
beruft sich auf Rouse Ball, indem er betont, daß solche noch nicht bekannt sind. Er deutet 
sie nur durch Beispiele für 9? und 12? an. Derartige Beispiele finden sich auch bei Stifel, 
Frolow, Sikkes, van Driel (dies. Zbl. 3, 339). N.G. W. H. Beeger (Amsterdam). 
Thebault, V.: Sur des nombres eurieux. Mathesis 53, Nr 7/8, Suppl. 1—16 (1939). 
Verf. gibt allgemeinere Methoden zur Auffindung von Zahlen mit bestimmten 
Ziffernfolgen, deren Quadrate wieder besondere Ziffernfolgen besitzen. Z. B. gilt im 


B-adischen Zahlsystem mit B=m? +1, m>2: 


Schulenberg (Berlin). 


Pillai, S. S.: On normal numbers. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 10, 13—15- 


(1939). 
Kommt die Ziffer b m(b)-mal unter den m ersten Stellen einer r-adischen Zahl x 


vor und ist lim en = = für jedes b < r, so heißt x einfach normal zur Basisr. Ist x 
MIO 


einfach normal in bezug auf jede der Basen r, r?, r?,..., so heiße x normal zur Basis r. 
Verf. will den komplizierten Beweis für den Satz vonChampernowne (dies. Zbl.7,337), 
daß der Dezimalbruch 0,123456789101112....., dessen Ziffernfolge die Folge der natür- 
lichen Zahlen ist, normal zur Basis 10 ist, durch einen einfacheren ersetzen. In seinem 
Beweisgang ist jedoch der Schluß von der einfachen Normalität zu einer beliebigen 
Basis r auf die Normalität zur Basis 10 unvollständig. Rohrbach (Göttingen). 


Brauer, Alfred: On addition ehains. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 736—739 (1939). 

Eine „Additionskette‘‘ ist eine Reihe von ganzen Zahlen 1, a),a,...,=n, 
a;>a;-ı, in der jedes Glied eine Summe von 2 vorangehenden Gliedern ist. Es ist 
a, = 2, a, = 3 oder 4. Die kleinstmögliche Gliederzahl bei gegebenem n sei I(n). Für 
solche Ketten beweist Verf.: m +1<l(n)<=2m, wenn 2" +1=<n<s 2"t!, 
Kab) < (a) + 1(b). Er beweist In) <(r +1)s +2 —- 2 für ?<n<2rtt),r>0, 
s>0 und leitet daraus für großes n eine obere Grenze fürl(n)ab. N.@.W.H. Beeger. 

Gupta, Hansraj: Congruence properties of self-contained balanced sets. Proc. 
Edinburgh Math. Soc. II.s. 6, 1—3 (1939). 

Verf. nennt eine Folge , <b,=:---<b; (k>1) von nichtnegativen ganzen 
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Zahlen „m-ausgeglichen“, wenn 5 +b.,4ı=m (i=1,2,...,k), und „selbstent- 
haltend mod m“, wenn die Folge &b,, &bz,...,&b, (modm) sich für alle zu m primen 
ganzen rationalen Zahlen £ von der ursprünglichen höchstens in der Anordnung unter- 
scheidet. Es werden einige einfache Kongruenzeigenschaften der symmetrischen 
Grundfunktionen und Potenzsummen der Elemente von Folgen abgeleitet, denen die 
eine oder die andere oder beide genannten Eigenschaften zukommen. Als Anwendung 
werden der Satz von Leudesdorf und zwei Sätze von Glaisher verallgemeinert 
(s. auch dies. Zbl. 21, 390). L. Redei (Budapest). 

O’Connor, R. E.: Quadratie and linear congruence. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 
792—798 (1939). 

Verf. beschäftigt sich mit der Anzahl der ganz rationalen simultanen Lösungen 
der Kongruenzen (1) f(2) = Ya, u%, =r, g(2) = Dez; = s (modp”) 1=1%,j=<n; 
n > 2;0;,, %, r, s ganz rat., p ung. Primzahl, m nat. Zahl, «,,=a,;, PX (@11> @12> ---» Ann), 
PX (C1, €. -,C„)]- Dazu unterwirft er / einer unimodularen ganzzahligen Trans- 
“ormation nach Minkowski, die f in eine Form =a,27 + :--: +a,2, (mod p”) 
überführt und betrachtet dabei auch die homogen quadr. Form ®(z, t) = f(x) + 2tg(z). 
Abgesehen von evtl. vorhandenen „singulären“ simultanen Lösungen von (1), für die 


® : ae 08 e 
nämlich mit einem passenden ganz rationalen £ alle Derivierten 27 mod p verschwin- 


den, bestimmt Verf. die erzielte Lösungsanzahl, die der singulären Lösungen jedoch 
nur fürm=1. Es folgen noch Anwendungen auf die Lösungen von f(x) = 0 (mod m) 
(n = 3, m ganz rat., ung., quadratfrei). L. Redei (Budapest). 

Schwarz, Stefan: Contribution & la rödueibilit des polynömes dans la theorie des 
eongruences. Sonderdruck aus: Mem. Soc. Roy. Sci. Boh&me 1939. 7 8. 

Generalisation d’une propriete de Petr (ce Zbl.16,49). Soit p un nombre premier 
et f(x) un polynöme de degre n<p & coefficients entiers. Soient 
zkP = go + Crı® +: + Cen+ı2""! (moddp, /(x)), k=01,.2,n = 
L’aut. demontre que si f= fi!f#... fr" (modp), f; etant irreducible de degre g;, on a 
|&i — Öki® A| = (-1)P An -Da+n- Dat ... +rm=1) qm (79 — 1) (1% es 1) Be (Aqm — 1) (mod), 
ou 6; = 0,1 suivant uek#+,=i. T. Popovicvu (Cernäufi). 

Marshall, J. B.: On the extension of Fermat’s theorem to matrices of order n. 
Proc. Edinburgh Math. Soc., II.s. 6, 85—91 (1939). 

Ist A eine Matrix von n Zeilen und Spalten mit ganzen rationalen Elementen und 
| A| prim zu p, so wird nach dem kleinsten q gefragt, für das stets die Kongruenz 
4? = I(modp) erfüllt ist. Zufolge der Matrizenmultiplikation bilden die nichtsingu- 
lären Restklassenmatrizen, deren Elemente die Werte 0,1,2,...,p9 — 1 durchlaufen, 
eine endliche Gruppe der Ordnung (p* — 1) (p* — p)... (p" — p"-!), die ein Viel- 
faches von q ist. Da jede Matrix A einer Gleichung n-ten Grades P(x) = 0 genügt, 
werden für irreduzibles P(x) die p* — 1 von O verschiedenen Residuen der Funktionen 
ı’modP(x) und modp betrachtet. Es gilt x°=1(moddp, P(x)) mit e|p" — 1. 
P(x) ist daher sicher mod ein Faktor von 2?" 1 — 1. Für reduzibles P (x) folgt durch 
wiederholte Anwendung des Fermatschen Satzes für Zahlen durch vollständige In- 
duktion nach n unter Beachtung der möglichen Aufspaltung von P(x) die auch für 
irreduzibles P(x) gültige Rekursionsformel q = p"q„, wo p’ die kleinste p-Potenz < n 
und q„ das kleinste gemeinsame Vielfache von q,_, und  —- l1mitqg=p-1 be- 
deuten. Schulenberg (Berlin). 

Storehi, Edoardo: Nuova dimostrazione di un teorema sui numeri primi. Period. 
Mat., IV.s. 19, 274—276 (1939). 


Es wird bewiesen: Ist p ungerade (nicht notwendig Primzahl), 2p + 1 Primzahl, 
PEN 

so ist 2? — (—1) 2 durch 29 +1 teilbar. Der Sonderfall, daß p Primzahl und 

p=3(mod4) ist, führt zu einem bekannten Satz über die Teilbarkeit von 2? — 1 


durch 2p +1. W. Weber (Berlin). 
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Raikov, D.: On the distribution of numbers whose prime factors belong to 
a given arithmetieal progression. Rec. math. Moscou, N. s. 4, 563—568 u. engl. Zu- 
sammenfassung 569—570 (1938) [Russisch]. 

Es sei (l,k)=1; N(x) sei die Anzahl derjenigen natürlichen Zahlen <z, deren 
Primfaktoren sämtlich =! (mod) sind. Landau (z. B. Handbuch der Lehre von der 
Verteilung der Primzahlen II, 668—669) hat bewiesen, daß 


l 
ro) Be pP=1(modk) 
Es wird gezeigt, daß dieser Satz aus einem Tauberschen Satze des Verf. (vgl. dies. 
Zbl. 19, 249) folgt. Weiter wird eine Betrachtung aus einer Arbeit des Verf. (dies. 
Zbl. 19, 393) vereinfacht. Jarnik (Prag). 


Tartakowski, W.: Sur quelques sommes du type de Viggo Brun. C.R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 23, 121—125 (1939). 

Tartakowski, W.: La meöthode du erible approximatif „eleetif“. C.R. Acad. Sci. 
URSS, N.s. 23, 126—129 (1939). 

In der ersten Arbeit leitet Verf. eine Abschätzung der Summen folgender Gestalt her: 


EDER nd gr 


wobei in jeder Toilsumme die Primzahlen p; gewisse Bedingungen erfüllen sollen 
[vgl.Brun, Veddenskapsselskapets Skrifter 13 (1920)]. Damit erhält Verf. in der zweiten 
Arbeit eine Abschätzung nach unten der Anzahl derjenigen pos. Zahlen <z der arith- 
metischen Progression Du + A mit (A, D) =1, welche zu p1?z . . . P, teilerfremd sind, 
wobei alle Primzahlen p, in D nicht aufgehen. Es ergibt sich scnit u. a., behauptet 
Verf., folgender Satz: Die Anzahl derjenigen pos. Zahlen <z der arithmetischen 
Progression Du + A mit (A, D) = 1, welche entweder prim oder nur aus zwei zwischen 
205-001 und z20.5+0.01 Jiegenden Faktoren zusammengesetzt sind, ist größer als 


1 lR 
Na) — allge)? ', = lim 1-.® [Ju-»-. 


z 
* p(Djlogz’ 
wobei a eine absolute pos. Konstante bedeutet, wenn 2 hinreichend groß, 2>2,(D), 
ist. Die Grenze 2, wird jedoch nicht angegeben. Z. Suetuna (Tokyo). 


Buchstab, A.: Neue Verbesserungen in der Methode des Eratosthenischen Siebes. 
Rec. math., Moscou, N. s. 4, 375—386 u. deutsch. Zusammenfassung 386—387 (1938) 
[Russisch]. 

Es seien x,a,,b;,n ganz, O<y<x; es seien P,,:.-,?, alle ungeraden Prim- 
zahlen <y; essei a = 0O.oderl,a, # b; (modp;). P(x, y) = P(z, y; a, a,, b1, ---,4,, b,) 
sei die Anzahl aller natürlichen m mit m< x, m = a (mod2),m = a,, m # b, (mod. p,) 
@=]1,...,r). Hauptsatz: 

(1) 0,032 (log)? + O(ztloge) 3) < P(z, xt) < 67,58 cx(logx) "*+O(xtloge)-®), 
wo c>0 eine absolute Konstante ist (alles gleichmäßig in a,a,, b,). Daraus folgt 
unmittelbar, wenn man erstens «a =0,,=0, 6b; = —2 und zweitens 0 =0,, —=0, 
b, = x wählt und mit C', die Menge aller natürlichen Zahlen bezeichnet, welche Produkt 
von höchstens n Primzahlen sind: I. Es gibt unendlich viele Zahlenpaare i, v aus O, 
mit v—t=2 und II. deren Anzahl unterhalb x ist O(z(logx)"?); III. jede hin- 
reichend große gerade Zahl ist Summe von zwei Zahlen aus C,. I und III sind mit C, 
statt CO, bereits von V. Brun bewiesen worden, mit (, von Rademacher (dessen 
Darstellung der Brunschen Methode nebst Bezeichnung in der vorliegenden Arbeit 
mehrfach benutzt wird) [Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 8, 12—30 (1924)], mit O, 
von Buchstab und von Estermann [J. reine angew. Math. 168, 106—116 (1932); 
dies. Zbl. 5, 153]. [Im zweiten Falle sind kleine Modifikationen notwendig, da x = b; 
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= a, (mod p,) sein kann.] — Beweisskizze: A. Es sei 3< a <ß=10; für y=f und 
fürra - l1<sysß-l1ee 1 
(2) Aly)ex(logz)"? + O(x(llogx)"?) < ple, En Aly)ez(logx)-? + O(z(logz)"?), 
wo 4, A hinreichend vernünftige Funktionen sind. Dann gilt (2) für y = %&, auch wenn 
man dort A(&), A(«&) durch 


ß—1 B—1 
un — 2A dz, AP) 2/05: 
o—1 “—1 
ersetzt. — B. Mit der Brunschen Methode wird gezeigt, daß (2) mit y = 10, A(10) = 98, 
A(10) = 101,6, also auch mit 2<y<10, A(y)=0, A(y) =101,6 gilt eine wiederholte 
Anwendung von A ergibt (1). — Die für die Beweise erforderlichen rein numerischen 
Abschätzungen habe ich nicht nachgeprüft. Ref. scheint es, daß im Lemma 1 die Aus- 
siebung der Primzahlen <w, vorweggenommen werden soll (wie bei Rademacher, 
S. 23, Z. 13—20), da es Ref. nicht klar ist, warum D,, = 0 sein sollte; analog im Lemma 2. 
Jarnik (Prag). 

Krasner, Mare: Sur le th&or&me de Fermat. C. R. Acad. Sci., Paris 208, 1618—1620 
1939). 
Bi sei (x, y, 2) eine rationale und ganzzahlige Lösung der Gleichung 2" + y”"+2"=0, 
für n ungerade. Es seien außerdem z, y, 2 zueinander prim, 2 gerade und x — y prim 

zu n. Im Anschluß an eine frühere Mitteilung des Verf. (dies. Zbl. 21, 105) und unter 

Benutzung eines Satzes von Hasse wird bewiesen, daß die Zahl 2? — o?xy für alle 
Primstellen des Körpers k(o) 2-primär ist. Hier bedeuten k den Körper der rationalen 
Zahlen und o die reelle n-te Wurzel von 2. Cahit Arf (Istanbul. 

Trieomi, Francesco: Sulla frequenza dei numeri interi decomponibili nella somma 
di due potenze k-esime. Atti Accad. Sci. Torino 74, 369—380 (1939). 

Es sei N} die Anzahl der ganzen Zahlen <x, die sich in eine Summe von genau s 
k-ten Potenzen zerlegen lassen. Mit einfachen wahrscheinlichkeitstheoretischen Über- 


legungen ergibt sich: N? (x) — (1 —e 3). (= bedeutet näherungsweise gleich). 
Eine Überprüfung zeigt, daß die Formel wenigstens für x < 1000 außerordentlich 
gut ist und wenigstens in diesem Intervall viel bessere Werte liefert als die asymptotische 
Formel, die früher Landau mit analytischen Hilfsmitteln erhalten hat. Ohne Schwie- 
rigkeit gelingt eine Verallgemeinerung für beliebiges k. Es zeigt sich wieder, daß die 
Formeln wenigstens für k = 3, 2 =: 2000 sehr gut sind. Fehlerabschätzungen werden 
nicht gemacht. Hofreiter (Wien). 

Gloden, A.: Sur une methode de resolution d’&quations diophantiennes homo- 
genes du troisitme degr&. Mathesis 53, 233—235 (1939). 

Data un’equazione della forma: 

81, 83... 2m) = F(Yı, %a5 - » +» Yn)» 
dove /, F sono polinomi omogenei di terzo grado a coefficienti interi, si fa vedere 
come si possono ottenere infinite soluzioni intere allorch& siano noti m + n numeri 
@;,b; non tutti nulli, verificanti rispettivamente le equazioni: 
= VO a ee 
M. Cipolla (Palermo). 

Ghermäneseu, M.: Diophantische Gleichungen. Gaz. mat. 45, 127—133 (1939) 
[Rumänisch]. 

L’aut. etudie le systeme diophantien 
Il y a toujours des solutions en 2], 2%, Yı, les u, 3<i=<n etlesy,2<j<n &tant 
donnes. Il n’y a des solutions en z,, 25, 25, les 2, 4<i=<n et les y,‚lzsj=sa 


etant donnes, que si le nombre 


(ee) (Zu) 


i=1 
est de la forme u? + 3v?. Comme application l’aut. donne la solution des systmes 
2er cc, k=1,2ek=24. 
Dans le dernier cas la necessit& de la condition «a +b + c = 0 resulte d’ailleurs de l’iden- 
tte a +db+o)(la +d—-o)(a—-b+eo)(-a+b+c= (Da)? — 2a. 
T. Popovievu (Cernäuti). 

Fuchs, W. H. J., and E. M. Wright: The „easier“ Waring problem. Quart. J. 
Math., Oxford Ser. 10, 190—209 (1939). 

Es sei v(k) die kleinste Zahl s, so daß sich jede ganze Zahl n ganzzahlig in der Form 
() = +. - +8 -E,-- —-ı ((<r<s) 
darstellen läßt. Ferner sei A(k) die kleinste Zahl s, so daß (1) nach jeder Kongruenz 
gilt. Esist A(k) < v(k). Es werden obere Schranken für A(k) ermittelt. Wir betrachten 
die 3 Klassen: (a) k= 2°, # >1), (ß) k=4n’(n—1,(y)k=4r — 1), r un- 
gerade Primzahl. Dann ist im Fall («): A(k) = 2% +1, im Fall (8): A(k)=4(n®*1!-1), 
im Fall (y): A(k)=k. Gehört k weder zu (x), noch zu (ß), so ist A(k)<k. Dann 
werden alle alt () bis k = 36 berechnet. Mit Hilfe von Identitäten der Gestalt 


Ile + a) — > (x + a5) = (x + D und obiger Ergebnisse werden obere und untere 


Schranken Fon v(k), (6=<k=20) ermittelt. Für die kleineren k geschah dies schon 
früher (dies. Zbl. 10, 103). Hofreiter (Wien). 

Haberzetle, Mary: The Waring problem with summands &”, m =n. Duke math. 
J. 5, 49—57 (1939). 

Es sei n>9 ganz, k = [0,584%63 n, 7 =2"+k— 1, g = [($)"]), r = 3" — 2"q. 
Nach dem von Dickson (vgl. dies. Zbl. 14, 251) für das Waringsche Problem ver- 
wendeten Aufstiegsverfahren wird dann unter der Voraussetzung r<2"—-k—3 
bewiesen, daß jede natürliche Zahl die Summe von I Größen der Gestalt x” mit 
ganzen >(0 und ganzen m>n ist. Der eigentliche „‚Aufstieg‘“ führt wieder zur 
Zerfällung aller Zahlen unterhalb einer angebbaren Schranke, oberhalb deren ein 
Hilfssatz von Dickson [Acta arith. 2, 177—196 (1937); dies. Zbl. 18, 294] die Er- 
gänzung liefert. Eine kleinere Summandenzahl als / reicht nicht aus, da die Zer- 
fällung der Zahl 2”+*— 1 wirklich I Summanden erfordert. Ist r > 2% — k — 3, was 
nur für n > 400 in Frage kommt, so erweist sich jede ganze Zahl >4” als Summe von 
I Summanden der angegebenen Gestalt. W. Weber (Berlin). 

Haberzetle, Mary: The Waring problem with summands 1 -+ 5x". Amer. J. Math. 
61, 357—364 (1939). 

Für jede natürliche Zahl n mit 19 < n = 400 wird gezeigt, daß es zu je zwei 
natürlichen Zahlen a<=4n undb=<2n + 1 ein u und ein w mit der Eigenschaft gibt, 
daß jede natürliche Zahl die Summe von « Ausdrücken von der Gestalt 1 + ba” 
oder O und w Ausdrücken von der Gestalt a(l1 + 5x") oder O ist, wo x durchweg nicht- 
negative ganze Zahlen bezeichnet. Zum Beweis dient das Aufstiegsverfahren, mit 
dem Dickson das Waringsche Problem behandelt hat, insbesondere dessen Hilfssätze 
a.a. 0. (vgl. vorsteh. Ref.). Explizite Werte für u und w ergeben sich dadurch zunächst 
für die Darstellung aller Zahlen unterhalb einer von n, b und einem Parameter ab- 
hängigen Schranke. Ein Hilfssatz, der auch Dickson (a. a. O.) mit einem Schlage 
zur Zerfällung aller großen Zahlen verhilft, führt dann auch hier zur Angabe ausreichen- 
der w und w zur Darstellung aller natürlichen Zahlen. W. Weber (Berlin). 

Pillai, S. S.: On Waring’s problem. VII. (With polynomial summands.) J. Indian 
Math. Soc., N. s. 3, 205-220 (1939). 

Es sei f(x) = ag&" + :-: + a, mit rationalen a,,...,«d, und a, > 0; der Haupt- 

g*+ 
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= ‚am 06 
anderer Weise schon für n > 2 nach oben abgeschätzt. Insbesondere wird ‚im Alan 6, 


worin die für den Sonderfall f(x) = x“ (Waringsches Problem) von Winogradoff 
[Ann. of Math. (2) 86, 395—405 (1935); dies. Zbl. 12, 196] bewiesene asymptotische 
Abschätzung enthalten ist. (Vgl. VI. dies. Zbl. 16, 245.) W. Weber (Berlin). 
Pillai, S. S.: On Waring’s problem. IX. On universal Waring’s problem with powers 
of primes. J. Indian Math. Soc., N.s. 3, 221—225 (1933). 
Es sei n>20 ganz, 1=[($)", 3#*=2#"1l+r, N = el"6.31". Ist dann 
I<r<2"—- 21-2, so ist jede natürliche Zahl <N die Summe von höchstens 
2* ı 7— 2 Summanden, von denen jeder die n-te Potenz einer Primzahl oder 1 ist. 
Mit dem Beweis dieses Satzes verknüpft Verf. die Frage, ob sich bei großem n nach der 
Winogradoffschen Methode dasselbe für die Zerfällung der ganzen Zahlen >N werde 
beweisen lassen. W. Weber (Berlin). 
Hua, Loo-Keng: On a lemma due to Vinogradow. C. R. Acad. Sci. URSS, 
N. s. 24, 419—420 (1939). 
Das asymptotische Verhalten von 


P 
ik A ]) >" e2ri(onar + tan de, nn don — O(Pr-Intn+D) 


für das größte r< Ln(n+1)(n-+2)logn (L konstant), das Vinogradow [Rec. 
math. Moscou, N.s. 3, 435-470 (1938); dies. Zbl. 19, 249] bewiesen hat, und das. 
wichtige Anwendungen z.B. im Waringschen Problem besitzt, wird vom Verf. für 
n = 10 verschärft auf O(Pr-tr(n+V+e) mit e>0, wobei r in angebbar schwächerer 
Weise als bei Vinogradow wächst. Das Beweisverfahren ist eine komplizierte 
Abänderung des in einer früheren Arbeit des Verf. benutzten [Quart. J. Math., Oxford 
Ser. 9, 199—202 (1938); dies. Zbl. 20, 105]. Schulenberg (Berlin). 

Jarnik, Vojt&ch: Über einen p-adischen Übertragungssatz. Mh. Math. Phys. 48, 
277-287 (1939). 

Ist a,),..., A, ein System von m ganzen p-adischen Zahlen (? ist eine feste Prim- 
zahl), so bedeute ß,(a,,...,Am) Tesp. Pg(dı,...,dm) die obere Grenze derjenigen 
reellen Zahlen y, die folgende Eigenschaft besitzen: Zu jedem reellen &, gibt es ein 
E>&,undm-+1 ganze Zahlen z,,25,..., 2%, 2 mit Max (|z)],..., |u|, |) <= & 
und mit [3,4 + mm +2,87, z(l=si=sm) sind nicht sämtlich 
durch p teilbar] resp. mit [|xa,; — |, = &””, p 4 z] (|i|, bedeutet dabei den p-adischen 
absoluten Betrag von i). Der Verf. beweist folgende (sogar noch mehrere) Sätze: I. Ist 
m >], ganz, so gibt es zu jedem mitm +1=<fß=x ein System (a,,..., Am) von 
m ganzen p-adischen Zahlen mit B}(a,, ---, m)=ß,; ßa(aı , -.-, dm) =mB/(1+B(m—1)). 
(Dieser Satz ist eine Ergänzung zum Mahlerschen Übertragungssatze; vgl. dies. Zbl. 21, 
104.) — I. Ist m >0, ganz, m +1<ß=m resp. (m+1)/m <ß=<m, so gibt 
es ein System (q,,..., dm) von m ganzen p-adischen Zahlen mit B,(a,,...,n)=ß 
resp. mit Pa(Q1,-- .,m)=P. VI. Knichal (Prag). 

Corput, J. G. van der, et Ch. Pisot: Sur la diserepanee modulo un. II. Akad. 

Wetensch. Amsterdam, Proc. 42, 554—565 (1939). 
Corput, 3. G. van der, et Ch. Pisot: Sur la diseröpanee modulo un. III. Akad. 
Wetensch. Amsterdam, Proc. 42, 713—722 (1939). 

Der in I (dies. Zbl. 21, 297) bewiesene Satz wird in II benutzt, um die Gleichvertei- 
lung (mod 1) der Folge {p(z)} («=1,2,...), wo (x) ein Polynom k-ten Grades in & 
bedeutet (k= 1), zu untersuchen und in dieser Weise die bekannten Ergebnisse Weyls, 
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Vinogradows u.a. auf elementare Basis zu setzen. Weiter wird jener Satz benutzt, 
um die Weylsche Summe N 

Derrio@ 

«=1 


abzuschätzen. Ref. bemerkt, daß die zuletzt genannte Abschätzung in IX Satz 1 seines 
Berichtes „Diophantische Approximationen“ (dies. Zbl. 12, 396) enthalten ist; aus 
diesem Satz folgt nämlich sofort Lemma 7 (mit C >0 statt 2x). In III wird die 
Theorie der Gleichverteilung (mod 1) auf den Ergebnissen von I aufgebaut. Obwohl 
hier die Vorteile einer rein arithmetischen Methode erreicht sind, ist bei manchen 
Anwendungen vorläufig doch die Weylsche Methode vorzuziehen, wie Verff. bei der 
Untersuchung gewisser Funktionen f(x) zeigen, die sich approximativ wie Polynome 
(x) benehmen. (Statt Lemma 8 ließe sich auch IX Satz 4 aus obengenanntem 
Bericht benutzen.) J.F. Koksma (Amsterdam). 


Gruppentheorie. 


@& Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften mit Einschluß ihrer An- 
wendungen. Bd. 1: Algebra und Zahlentheorie. TI.1: A. Grundlagen. B. Algebra. 
2., völl. neubearb. Aufl. Hrsg. v. H. Hasse u. E. Hecke. H. 4, TI. 1. Magnus, W.: All- 
gemeine Gruppentheorie. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1939. 51 S. RM. 3.80. 

In diesem inhaltsreichen Artikel wird ein vollständiger Überblick über die all- 
gemeine Gruppentheorie und ihre lebhafte und vielseitige Entwicklung in den letzten 
Jahrzehnten gegeben. Auf vielen Teilgebieten werden die weit zerstreuten Resultate 
zum erstenmal unter einheitlichen Gesichtspunkten gesichtet und zusammengefaßt 
und ergeben so ein wesentlich geschlosseneres Gesamtbild, als es nach den Einzelunter- 
suchungen erscheinen könnte. Ein seit langem bestehendes Bedürfnis wird damit 
in vorbildlicher Weise umfassend und zuverlässig ausgefüllt. Die Fülle des Stoffes 
bedingt bei nur 51 Seiten Umfang eine äußerst gedrängte Darstellung, die es bisweilen 
bedauern läßt, daß für diese grundlegende Disziplin nicht ein etwas breiterer Raum 
zur Verfügung stand. — Inhaltsübersicht: A. Allgemeine Begriffe der Gruppen- 
theorie. Definition einer Gruppe. Verwandte Begriffsbildungen. Komplexe. Unter- 
gruppen. Quotientengruppen. Homomorphe Abbildungen. Operatoren. Isomorphie. 
Automorphismen. Charakteristische Untergruppen. — B. Struktur der Gruppen 
mit endlichen Untergruppenketten. Kompositionsreihen. Endomorphismen- 
bereiche und Zerlegung einer Gruppe in ein direktes Produkt. Abelsche Gruppen mit 
endlicher Basis. — ©. Endliche Gruppen. Existenz und Anzahl von Untergruppen 
und Elementen gegebener Ordnung in einer endlichen Gruppe. Kriterien für die 
Existenz von eigentlichen Normalteilern in endlichen Gruppen. Einfache Gruppen 
von zusammengesetzter Ordnung. Auflösbare Gruppen. Gruppen von Primzahlpotenz- 
ordnung. —D. Konstruktion von Gruppen. Unendliche Gruppen. Erweiterung 
von Gruppen. Erzeugende und definierende Relationen. Freie Gruppen. Freie Produkte. 
Topologische Gruppen und Limesgruppen. Metrische Gruppen. Unendliche abelsche 
Gruppen. Wolfgang Franz (Gießen). 


® Seguier, de, et Potron: Theorie des groupes abstraits. M&m. Sci. math. Fasc. 91, 
41 pag. (1938). 
Eine Art Bericht über die Gruppentheorie. Vollständigkeit haben die Verff. 
offenbar nicht angestrebt, denn man vermißt manche wichtige Arbeit der letzten Zeit. 
Ulm (Münster i. W.). 
Miller, G. A.: Groups which contain less than ten proper subgroups. Proc. Nat. 
Acad. Sci. U. 8. A. 25, 482—485 (1939). 
Fortsetzung der in dies. Zbl. 21, 210 referierten Untersuchung. Die Untersuchung 
der Struktur der Gruppen und ihrer Untergruppen ergibt: Es gibt genau 12 Gruppen, 
welche je genau 8 eigentliche Untergruppen besitzen, 5 dieser Gruppen sind abelsch, 
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Ferner gibt es genau 4 Gruppen, welche je 9 eigentliche Untergruppen besitzen, 2 sind 
abelsch. J. J. Burckhardt (Zürich). 


Miller, 6. A.: Groups which eontain ten or eleven proper subgroups. Proc. Nat. 
Acad. Sci. U. S. A. 25, 540-543 (1939). 

In Fortsetzung der vorstehend besprochenen Arbeit wird bewiesen, daß es fünf 
Abelsche und sechs nicht-Abelsche Gruppen gibt, die zehn Untergruppen besitzen. 
Es gibt nur die zyklische Gruppe der Ordnung p!? mit elf Untergruppen. 

J.J. Burckhardt (Zürich). 


Miller, 6. A.: Prime power groups determined by the number of their subgroups. 
Proc. nat. Acad. Sci. Wash. 25, 583—586 (1939). 

Die Anzahl der Untergruppen einer nichtzyklischen Gruppe der Primzahlpotenz p” 
beträgt mindestens (m — 1) (p + 1), und es gibt genau zwei Gruppen, die gerade diese 
Anzahl von Untergruppen enthalten, beides mit Ausnahmen, die angegeben werden. 
Ferner gibt es nur eine abelsche Gruppe der Ordnung p”, die genau pP +(m - 1) (p-+1) 
Untergruppen enthält, nämlich die Gruppe der Ordnung p? und des Typus 2°. 

Burckhardt (Zürich). 


Sinkov, A.: A note on a paper by J. A. Todd. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 762—765 
(1939). 

Für die Gruppe LF[2, 2°] hat Todd (s. dies. Zbl. 14, 53) die Erzeugenden an- 
gegeben. Zunächst reduziert Verf. ihre Anzahl auf drei und sodann auf zwei. Die Un- 
abhängigkeit der definierenden Relationen zu zeigen, gelingt in den speziellen Fällen 
n=3,4,5. Die Methoden lassen sich übertragen auf die Gruppe LF[2, p"]. 

Burckhardt (Zürich). 

Yamada, Kaneo: Ein Kriterium für die Nichteinfachheit der Gruppen. Töhoku 
Math. J. 46, 4445 (1939). 

Verf. beweist den folgenden Satz: Wenn eine endliche Gruppe eine Untergruppe vom 
Index n hat und es ein Element von der Ordnung pP... rmitp + +. -+r>n 
in ihr gibt, so ist die Gruppe nicht einfach. Sodann gibt Verf. noch eine Verschärfung 
dieses Satzes an. Ulm (Münster i. W.). 


Amato, Vincenzo: I sottogruppi fondamentali del gruppo lineare secondo un 
modulo primo p. Rend. Cire. mat. Palermo 62, 81—104 (1939). 

Cipolla [Rend. Accad. sci. fis. mat. Napoli III 15, 24 (1909)] definiert eine  „fun- 
damentale Untergruppe“ 9 einer endlichen Gruppe & als maximale Gruppe aller mit 
einem festen Element S vertauschbaren Elemente von &. Verf. stellt sämtliche fun- 
damentalen Untergruppen der Modulargruppe modg, q Primzahl, auf, bestimmt 
ihre Ordnung, ihr Zentrum, die Anzahl konjugierter Untergruppen und gibt an, ob 
die Gruppe eine einfache oder halbeinfache fundamentale Untergruppe ist (‚„genere““ 
= 1 oder 2); weitere Typen treten nicht auf. E. Schulenberg (Berlin). 


Ore, Oystein: A remark on groups which are the direet produet of their Sylow 
groups. Mh. Math. Phys. 48, 41—42 (1939). 

Als Kompositionsgruppe bezeichnet Verf. jede Untergruppe U einer Gruppe ©, 
für die eine Kompositionskette GP U, DU, ---DU,=UD 1 existiert (D bedeutet: 
enthält als Normalteiler). Es wird die Frage aufgeworfen, ob die Kompositionsgruppen 
einer Gruppe eine Oresche Struktur bilden. Dieser Satz ist inzwischen von H. Wie- 
landt (dies. Zbl. 21, 210) bewiesen worden, allerdings unter der zusätzlichen Voraus- 
setzung, daß © eine Kompositionsreihe besitzt. Verf. zeigt nur, daß mit zwei Unter- 
gruppen einer Gruppe auch ihr Durchschnitt eine Kompositionsgruppe ist. Als endliche 
Gruppen, in denen jede Untergruppe eine Kompositionsgruppe ist, werden genau die 
direkten Produkte von Gruppen mit Primzahlpotenzordnung erhalten. Zassenhaus. 


@ Murnaghan: The theory of group representations. Baltimore: Johns Hopkins 
press 1938. 380 pag. $5.—. 
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Brummund, Hans: Über Gruppenringe mit einem Koeffizientenkörper der Charakte- 
ristik p. Münster i. W.: Diss. 1939. 25 8. 

Der Gruppenring einer endlichen Gruppe & über einem Körper der Charakteristik p 
ist nicht halbeinfach, wenn die Ordnung von & durch 7 teilbar ist. Der Verf. betrachtet 
diesen nicht halbeinfachen Fall und beschäftigt sich hauptsächlich mit den Fragen: 
Wann ist der Gruppenring von & direkte Summe primärer Ideale? Wann ist er über- 
dies noch einreihig? Diese Fragen werden für Gruppen mit Sylownormalteilern be- 
züglich p vollständig beantwortet. — In Verbindung mit einer Arbeit von G. Köthe 
(dies. Zbl. 10, 11) beweist der Verf. noch den folgenden Satz: Eine nicht zyklische 
p-Gruppe besitzt direkt unzerlegbare Darstellungen beliebig hohen Grades im Körper 
der Charakteristik p. K. Shoda (Osaka). 

Liapin, Eugene: Some properties of the deeompositions of Abelian groups without 
torsion into direet sums. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 24, 9—11 (1939). 

Liapin, Eugene: On the decomposition of eountable Abelian groups without torsion 
into direet sums of groups of the first rank. C.R. Acad. Sci. URSS, N. s. 24, 12—14 
(1939). 

Eine Menge natürlicher Zahlen heißt Charakteristik, wenn ihr die beiden folgenden 
Eigenschaften zukommen: 1. wenn mit zwei natürlichen Zahlen m und n auch ihr 
kleinstes gemeinsames Vielfaches und 2. mit m auch alle Teiler von m zur Menge gehören. 
Diesen Begriff benutzt bereits F. Levi (Abelsche Gruppen mit abzählbaren Elementen. 
1917) und in modifizierter Form R. Baer (dies. Zbl. 16, 203) zur Beschreibung der 
Gruppen vom Range 1. Aus dem Begriff der Charakteristik wird ein hinsichtlich 
Isomorphie invarianter Begriff ‚‚overtype‘‘ gewonnen. Mittels dieser und daraus 
abgeleiteter Begriffsbildungen gelingt es Verf., eine notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür anzugeben, daß eine abzählbar-unendliche abelsche Gruppe, die nur 
Elemente unendlicher Ordnung enthält — torsionsfreie Gruppe —, einen eigentlichen 
direkten Summanden hat, sowie eine ebenfalls notwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür, daß in einer Zerlegung einer solchen Gruppe @ in eine direkte Summe von 
Gruppen vom Range 1 eine vorgegebene Untergruppe vom Range 1 als direkter Sum- 
mand auftritt. In der zweiten Arbeit werden dann notwendige und hinreichende Be- 
dingungen dafür angegeben, daß eine abzählbare torsionsfreie Gruppe in eine direkte 
Summe von Gruppen vom Range 1 zerlegbar ist. — Verf. macht keine Einschränkung 
hinsichtlich des Gruppenranges; ferner treten in obigen Bedingungen nicht die zur 
Klassifikation torsionsfreier Gruppen erforderlichen p-adischen Zahlen auf (vgl. 
A.Kurosch, dier Zbl.16, 15). Vollständige Beweise will Verf. in einer späteren 
Arbeit geben. Ulm (Münster i. W.). 


Mengenlehre und reelle Funktionen. 


@ Carath&odory, Constantin: Reelle Funktionen. Bd. 1: Zahlen — Punktmengen — 
Funktionen. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1939. VI, 184 S. u. 10 Fig. geb. RM.11.20. 

Da die zweite Auflage der bekannten Caratheodoryschen Vorlesungen über reelle 
Funktionen schon längst vergriffen ist und das Buch nach des Verf. Urteil nicht ohne 
größere Änderungen neu gedruckt werden konnte, hat er es unternommen, das Buch 
neu zu schreiben. Es wird in drei getrennten, unabhängigen Teilen erscheinen, von denen 
der erste hier vorliegt. Die Veränderungen, welche dieser Stoff (die Teile der Theorie 
der reellen Funktionen umfassend, welche der Maß- und Integrationstheorie und der 
Differentialrechnung vorangehen) gegenüber der früheren Behandlung erfahren hat, ent- 
standen aus dem Wunsche des Verf., die Anordnung der Sätze und die Beweise derartig 
zu wählen, daß, obgleich es sich hier nur um Punktmengen und Punkt- und Mengen- 
funktionen im n-dimensionalen Euklidischen Raume handelt, dadurch spätere Verall- 
gemeinerungen vorbereitet werden. Sie betreffen insbesondere die Überdeckungssätze 
von Lindelöf und Borel und die Theorie des Zusammenhanges, welche ohne Be- 
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autzung des Entfernungsbegriffs dargestellt wird. Die Behandlung der Erweiterung des 
Definitionsbereiches von stetigen Funktionen, die schon in der ersten und der zweiten 
Auflage der Vorlesungen verschieden war, wird hier zum dritten Male geändert unter 
Benutzung eines Beweises von R. Radö. Die Überschriften der einzelnen Kapitel sind: 
Die reellen Zahlen. Der Grenzbegriff. Punktmengen im Euklidischen Raum. Die 
normalen Überdeckungsfolgen und die Theorie des Zusammenhanges. Funktionen. 
Die Entfernungsfunktion und ihre Anwendungen. Folgen von Funktionen. 
J. Ridder (Groningen). 

Shmushkovitch, V.: On a combinatorial theorem of the theory of sets. Rec. math. 
Moscou, N. s. 6, 139—146 u. engl. Zusammenfassung 147 (1939) [Russisch]. 

Es handelt sich um folgenden (für endliche Zerlegungen schon früher von R. Radö 
bewiesenen) Satz: Es seien zwei Zerlegungen M = %) 4 einer Menge M in beliebig 


viele Summanden ohne gemeinsame Elemente gegeben, A!” nicht leer, «=1,2. Je 
p Elemente A® (vi fest) mögen höchstens p Elemente A überdecken und jedes A” 
möge von endlich vielen A® überdeckt werden (1,k=1,2;: + k). Dann gibt es eine 
Untermenge von M, die mit jeder Menge A! genau ein gemeinsames Element hat. 
Bedfich Pospisil (Brünn). 

Novoa, L. Gutierrez: Das Dualitätsgesetz der Punktmengen. Bol. mat. 12, 198—201 
(1939) [Spanisch]. 

Spilrajn, Edward: On the isomorphism and the equivalence of elasses and sequenees 
of sets. Fundam. Math. 32, 133—148 (1939). 

Verf. untersucht die Begriffe: schwacher Isomorphismus, Isomorphismus, voll- 
ständiger Isomorphismus und Äquivalenz zwischen den Mengenklassen und speziell 
zwischen den Mengenfolgen. L. Egyed (Budapest). 

Mostowski, Andrzej: Über die Unabhängigkeit des Wohlordnungssatzes vom Ord- 
nungsprinzip. Fundam. Math. 32, 201—252 (1939). 

Verf. löst in dieser Arbeit die von Fraenkel herrührende Vermutung, daß das 
Auswahlaxiom von dem Ordnungsprinzip unabhängig ist. Der Beweis geschieht in 
einem Axiomensystem ©, das wesentlich mit dem von Bernays stammenden System 
übereinstimmt (vgl. Bernays, dies. Zbl. 19, 294). Die Grundbegriffe des Systems & 
sind: „Individuum“, ‚Klasse‘, die Relation ‚‚e‘‘ und die Individualkonstante ‚A“. 
Der Grundgedanke des Unabhängigkeitsbeweises ist folgender: Aus den Axiomen es 
Systems © wird ein Modell &’ mit der Eigenschaft konstruiert, daß die Axiome von © 
und das Ordnungsprinzip, bei gewisser Interpretation der Grundbegriffe in richtige 
Aussagen übergehen, während bei derselben Interpretation der Wohlordnungssatz 
einen nicht gültigen Satz gibt. Um diese Konstruktion auszuführen, definiert Verf. 
durch Induktion zuerst Mengen D:(x) [x ist eine Menge, D,(2)= x; tEDs(z), 
falls € x odert€&zE D),(x) fürn < £]. Ebenso wird die Menge X = E(n a; 


definiert, ww1„=Z — {a,!{(n=0,1,...,2=E(n=0,1,...)unda, = 0,041 = In 
a 


Aus diesen Begriffen folgt die Erklärung der 1.0: Mengen wieder durch Induktion: 
Ko=K+{40; K: a + B(IXK,), falls &>0. Der Bereich aller x, für die es 
= 


” 
ein & mit zE€ K; gibt, wird mit IM bezeichnet. Um die im ganzen Beweis eine wichtige 
Rolle spielenden „ausgezeichneten Elemente bzw. Bereiche“ zu erklären, benötigen wir 
noch die folgenden Definitionen: Das System aller Abbildungen & von K auf sich selbst 
heiße &,. Besteht für eine Menge &c &, mit 9, yE & auch 9: y-1E@&, so heißt sie 
eine Gruppe. Das System aller Gruppen sei @. S&(A) bezeichnet für ACK und 
& €@ den Bereich der Mengen se M, für die für alle 9 € &(A) die Relation |p, x| = x 
besteht. Dabei ist |p,2|= A,, für = 4A, =ola) für zEK, a we x), 


falls das kleinste &, für das € K; besteht, größer als 0 ist. &(4A) ist die Ungarn 
aller EG, die p(2)=x für zEA erfüllen. MC PR) ist ein G-Ring, falls aus 
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X, YEM folgt X + VEM; X —E;pl)EMlirXEM,YEO,. R(6) bezeichne 
ZEM ) 


das System aller M. Jetzt sind wir imstande, die M, Ö&-ausgezeichneten Elemente, 
deren Bereich wir im folgenden mit Wy,«& bezeichnen, und die ausgezeichneten Bereiche 
zu definieren; € ®y,o, falls ein AEM mit zE Kg(A) existiert und für jedes £ 
De (2) M = „Rs (B) besteht. Ein Bereich U ist ausgezeichnet, wenn er entweder 


gleich A, ist oder die folgenden Bedingungen erfüllt: 1.0 + Uc W®y,e- 2. Es gibt ein 
AEM so, daß für jedes € &(A):zE U und |p, z| E U äquivalent sind. $2 enthält 
die Sätze, die zwischen den obigen Begriffen bestehen und die für die Ausführung des 
Unabhängigkeitsbeweises wichtig sind. Im $3 wird das folgende Haupttheorem 
bewiesen: Ist & € @ und M € R(®) und ersetzt man in den Axiomen des Systems © die 
Worte „Individuum“, „Klasse“, „e‘“, „A“ durch „M, @-ausgezeichnetes Element“, 
»M, ©-ausgezeichneter Bereich“, „€“ und „Ay“, so gehen alle Axiome in richtige 
Aussagen über. Der Begriff „x ist eine Menge“ ist durch z € Wyr,& — K“ zu ersetzen. 
Im letzten Paragraphen wählt Verf. M = M+ als das System aller endlichen Teil- 
mengen von K; & = ©* als Untergruppe aller Funktionen aus ®, die die Relation 2 
festhalten. X wird auf eine bestimmte Folge aller rationalen Zahlen abgebildet, wodurch 
die Relation < gedeutet wird. So erhalten wir eine spezielle Klasse Wy+,o+ = ®*, 
für die die Resultate des vorigen Paragraphen ebenso gültig sind. Jetzt beweist Verf. 
mit Hilfe des Auswahlaxioms, daß auch das Ordnungsprinzip aus © in eine richtige 
Aussage von ©* übergeht, während es in &* eine Menge gibt, undzwar KEW+ — K,, 
für die es keine Menge gibt, die sie wohlordnet, d. h. der Wohlordnungssatz geht bei der 
im Haupttheorem gegebenen Interpretation für M= M*+ und ® = ©* in eine falsche 
Aussage über, womit die gewünschte Unabhängigkeit bewiesen ist. Als Korollar 
behauptet Verf., daß der Wohlordnungssatz aus dem System & (dem das Auswahl- 
axiom natürlich nicht angehört) und aus dem Postulieren der Auswahlmenge für 
zueinander fremde und endliche Mengen nicht ableitbar ist. L. Egyed. 

Milgram, Arthur N.: Partially ordered sets, separating systems and induetiveness. 
Rep. Math. Colloq., Publ. Univ. Notre Dame, II.s. Nr 1, 18—30 (1939). 

Eine Menge A heißt partiell geordnet, wenn sie eine Teilmenge B enthält derart, 
daß für je zwei Elemente a,b von B eine mit dem Symbol < bezeichnete transitive 
Beziehung a << b besteht, welche die Eigenschaft besitzt, daß a << b die Beziehung 
b<<a ausschließt. Bezüglich dieser Mengenklasse beweist Verf. einige Sätze, die ver- 
schiedener Anwendungen fähig sind. Insbesondere gestattet diese Methode die Eli- 
mination des Begriffes der transfiniten Ordinalzahl aus gewissen Beweisen, welche 
bisher mittels transfiniter Induktion geführt wurden. Verf. zeigt dies am Beweise des 
Mengerschen Satzes [Math. Ann. 100, 85 (1928)] von der Existenz von Mittelpunkten in 
konvexen vollständigen Räumen. Als weitere Anwendung sind die vom Verf. gegebenen 
Verallgemeinerungen des Brouwerschen Reduktionstheorems [Akad. Wetensch. Amster- 
dam, Proc. 14. 138 (1911)] zu erwähnen, von denen der eine folgenderweise lautet: 
Sei T ein topologischer Raum mit einer Basis der Mächtigkeit m. Wenn Z eine Eigen- 
schaft der abgeschlossenen Teilmengen bedeutet, so daß für jede Folge der Mächtig- 
keit m von abgeschlossenen Mengen mit der Eigenschaft E auch ihre Summe in einer 
abgeschlossenen Menge mit der Eigenschaft E enthalten ist, so gibt es in 7’ eine be- 
züglich der Eigenschaft E saturierte abgeschlossene Menge F. @. Alexits. 

Haupt, Otto, Georg Nöbeling und Christian Paue: Über Abhängigkeitsräume. J. 
reine angew. Math. 181, 193—217 (1940). 

Eine Menge wird zu einem Abhängigkeitsraum, wenn für ihre endlichen 
ungeordneten Elementsysteme [x},..., &,] eine Abhängigkeitsrelation A[z,,. . ., 22] 
sowie deren Negation U[z,,...,%)] erklärt ist, mit folgenden Eigenschaften: 
(K):A[lx,, 2]; (ID): Aus Ale,,.. . ., 2,] folgt Alzı, - - 2%, y]; (A): Aus Ulm, ...,2], 
Alzı,...,2, y]) und Alz,,2,,2] folgt Al®,...,%), y, 2]. Die lineare und die 
algebraische Abhängigkeit haben diese Eigenschaften; eine Reihe von weiteren Bei- 
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spielen wird angegeben. Die Begriffe Basis und Äquivalenz werden wie üblich erklärt. 
Alle von den unabhängigen Elementen z,, ..., x, abhängigen y bilden die von [z}, ..., 2g] 
aufgespannte A-Mannigfaltigkeit L[x,,..., 2%]. Der Rang q der A-Mannigfaltigkeit 
L[x,,...,%,] ist unabhängig von der Basis [2,,...,%]. Je q-+ 1 ihrer Elemente 
sind abhängig, und jedes unabhängige System [yı,..., y,] kann zu einer Basis der 
A-Mannigfaltigkeit ergänzt werden. Jeder Durchschnitt von A-Mannigfaltigkeiten 
ist wieder eine A-Mannigfaltigkeit. Auch für beliebige Mengen, die nur eine beschränkte 
Anzahl unabhängiger Elemente enthalten, kann der Rang in geläufiger Weise erklärt 
werden. Der Rang einer Mengensumme E, + --- + E„ ist höchstens gleich der Summe 
der Ränge; gilt das Gleichheitszeichen, so heißen Z,,..., Z„ unabhängig voneinander 
und die Summe heißt direkt. Für direkte Summen gelten Eindeutigkeits- und Ver- 
feinerungssätze. Die direkt unzerlegbaren Summanden E,,... lassen sich noch weiter 
(nicht; direkt) zerspalten, sobald man je eine Basis für sie auszeichnet; auch diese 
Zerspaltung ist (nach Wahl der Basis) eindeutig. Die A-Mannigfaltigkeiten bilden einen 
Verband, der nicht modular zu sein braucht. van der Waerden (Leipzig). 


Maximoff, Isaie: Sur les ensembles mesurables B dans l’espace transfini. Compo- 
sitio Math. 7,201—213 (1939). 

Ein Punkt des transfiniten linearen Raumes /‘,, sei durch die transfinite Folge 
= (9, %, 2a.) l1=E&<Q,) definiert, wo 2; die Anfangszahl der Mengen 
von der Mächtigkeit X; ist. Ein m-dimensionaler transfiniter Raum ist die Gesamtheit 
aller Punkte, die durch das System (z®, x®,... x) bestimmt sind, wo jedes x) 
ein Punkt des linearen Raumes I/;« ist. Verf. definiert als n-Schnittmenge (portion 
d’ordre n) — n eine natürliche Zahl — die Menge aller Punkte von /;,, deren erste 
n Koordinaten gegeben sind.. Es wird in I/, für jedes «x < Q,;,ı eine Mengenklasse 
durch transfinite Induktion definiert, und zwar ist K, die Klasse der Mengen, die 
zusammen mit ihren Komplementen als Summe von Q; n-Schnittmengen darstellbar 
sind, und X, enthält die Mengen, die Limes von 2, Mengen aus K, (P< «) sind. Gehört 
eine Menge zu K,, ohne zu K, (P< «&) zu gehören, so ist sie von «&-ter Klasse. Das 
Hauptergebnis dieser Note ist, daß es für jedes x < Q,;,, Mengen von «-ter Klasse gibt. 
Zum Beweis wird auch eine Erklärung des Limeselementes gegeben, wodurch auch 
die Ableitung und die Abgeschlossenheit definiert werden. Jede abgeschlossene Menge # 
hat die Eigenschaft, daß sie Komplement aller mit F fremden n-Schnittmengen ist. Wir 
können sogar sagen, daß jedes Komplement der Summe von 2, n-Schnittmengen 
abgeschlossen ist. Wie gewöhnlich, ist der Durchschnitt abgeschlossener Mengen 
im obigen Sinne wieder abgeschlossen. Es sei noch erwähnt, daß Mengen von «-ter 
Klasse immer als Summe von (2; fremden Mengen y-ter Klasse mit y< «a darstell- 
bar sind. L. Egyed (Budapest). 

Best, E.: A closed dimensionless linear set. Proc. Edinburgh Math. Soc., II. s. 6, 
105—108 (1939). 

Verf. gibt eine Menge an, die im Sinne des Hausdorffschen — d.h. mit der Meß- 
barkeit zusammenhängenden — Dimensionsbegriffs dimensionslos ist.  L. Egyed. 


Kuratowski, C., et E. Otto: Sur les espaces ä eonnexit& n-dimensionnelle. Fundam. 
Math. 32, 259264 (1939). | 

Un espace distanci& separable E contenant plus d’un point est dit & connexite 
n-dimensionnelle, lorsque n est le plus petit nombre tel que, pour toute d&composition 
de E en deux vrais sous-ensembles ferm&s non vides M et N, on ait dm MN <n-—1. 
L’espace E est dit a connexit& n-dimensionnelle entre deux sous-ensembles A et B, 
lorsque n est le plus petit nombre tel qu’il existe un ensemble ferm& de dimension 
=n — lquisepare E entre Aet B. Les auteurs demontrent que de nombreux thöor&mes 
concernant les ensembles connexes se laissent gen&raliser de fagon & devenir des &noncs 
sur les ensembles & connexit& »-dimensionnelle respectivement & connexite n-dimension- 
nelle entre deux ensembles. G. Alexits (Budapest). 
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Kondö, Motokiti: Sur Puniformisation des eomplömentaires analytiques et les 
ensembles projeetifs de la seconde elasse. Jap. J. Math. 15, 197—230 (1939). 

Es wird gezeigt, daß jedes analytische Komplement durch ein analytisches Kom- 
plement uniformisierbar ist. Verf. gibt auch einige Anwendungen des Satzes. L. Egyed. 

Ward, Morgan: The algebra of lattiee funetions. Duke math. J. 5, 357—371 (1939). 

Unter einer Mengenfunktion (set function) versteht man eine einwertige Funktion, 
deren Argumente die Elemente einer teilweise geordneten Menge sind, während die 
Funktionswerte einem vorgegebenen algebraischen Bereich, etwa einem Körper oder 
einer Abelschen Gruppe, angehören. Die Mengenfunktion ist das Analogon zu der 
zahlentheoretischen Funktion. Der Verf. untersucht zunächst solche Mengenfunktionen, 
die über einer aus Oreschen Quotienten bestehenden Menge aufgebaut sind. Dafür läßt 
sich eine Addition und Dirichletsche Multiplikation definieren. Eine Liste derartiger 
Funktionen, unter denen sich z. B. die Anzahlfunktion befindet, ist beigefügt. Die Ge- 
samtheit der zu einer Quotientenmenge gehörenden Mengenfunktionen ist ein Ring; 
die engere Gesamtheit der eigentlichen Mengenfunktionen ist eine Gruppe in bezug 
auf die Dirichletsche Multiplikation. An zweiter Stelle geht der Verf. auf die verbands- 
theoretischen, d. h. auf die über einem Verband errichteten Mengenfunktionen (lattice 
functions) ein. Unter diesen sind die zerlegbaren Funktionen von besonderer Bedeutung; 
darunter fallen z. B. diejenigen Funktionen, die als Rang bzw. Dimension gedeutet werden 
können. Eine wichtige Unterklasse bilden die Normfunktionen, die in enger Beziehung 
zu den Modular- und Distanzfunktionen stehen. Schließlich werden zerlegbare Funk- 
tionen behandelt, die über einem Quotientenverband aufgebaut sind. Im Zusammen- 
hang damit wird ein Satz über distributive Verbände bewiesen. F. Klein-Barmen. 

Adams, €. Raymond, and James A. Clarkson: A correetion to „‚Properties of fune- 
tions f (x,%) of bounded variation“. Trans. Amer. Math. Soc. 46, 468 (1939). 

Verff. teilen mit, daß ein bei ihrer genannten Arbeit (dies. Zbl. 10, 199) benutzter Satz 
von Burkill und Haslam-Jones (dies. Zbl. 5, 391) durch ein Gegenbeispiel von Neubauer 
(dies. Zbl. 1, 329) widerlegt ist, und beweisen ein Hauptergebnis ihrer Arbeit neu mit Hilfe 
eines Satzes von Saks (dies. Zbl. %, 105). Schulenberg (Berlin). 

Nieoleseo, Miron: Familles de fonetions convexes et de fonetions doublement con- 
vexes. Bull. Math. Soc. Roum. Sci. 41, 91—98 (1939). 

Toute famille de fonctions non-concaves et egalement bornees superieurement 
est normale. Si une serie de fonctions non-concaves et non-positives dans (a, b) con- 
verge en un point, cette serie converge uniformement & l’interieur de (a, b). L’aut. 
demontre aussi que ces resultats subsistent pour les fonctions doublement non-concaves 
dans un domaine borne& quelconque. T. Popoviciu (Cernäufi). 


Analysis. 
Allgemeines: 

@ Bürklen, Otto Th.: Mathematische Formelsammlung. Vollst. umgearb. Neu- 
ausg. v. Dr. Friedrich Ringleb. 3. verb. Aufl. (Samml. Göschen. Bd. 51.) Berlin: 
Walter de Gruyter 1939. 272 8. u. 37 Fig. RM. 1.62. 

@ Perron, Oskar: Irrationalzahlen. 2. durchges. Aufl. (Göschens Lehrbücherei. 
Bd. 1.) Berlin: Walter de Gruyter 1939. VIII, 199 S. RM. 9.80. 

@ Haupt, Otto: Differential- und Integralrechnung. Unter bes. Berücksichtigung 
neuer Ergebnisse. Unter Mitarbeit v. Georg Aumann. Bd. 1: Einführung in die reelle 
Analysis. Bd. 2: Differentialreehnung. Bd. 3: Integralreehnung. (Göschens Lehr- 
bücherei Gruppe 1, Bd. 24—26.) Berlin: Walter de Gruyter & Co., 1938. Bd 1: 196 8. 
u. 2Abb. geb. RM. 11.20. Bd 2: 168 S. u. 1 Abb. geb. RM. 9.80. Bd 3: 183 8. geb. 
RM. 10.60. 

@ Tricomi, Francesco: Lezioni di analisi matematica. Pti.2. 4. ediz. Padova: 
Cedam, A. Milani 1939. VIII, 355 pag. rilegato L. 85.—. 

Der erste Band dieser Vorlesungen wurde in dies. Zbl. 19, 337 besprochen; der 
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vorliegende Schlußband behandelt: 1. Das bestimmte (Riemannsche) Integral, un- 
eigentliche Integrale. 2. Formale Integrationsverfahren. 3. Reihendarstellungen von 
Funktionen, insbesondere Taylor- und Fourierentwicklungen; Interpolation und mecha- 
nische Quadratur. 4. Differentialrechnung der Funktionen mehrerer Veränderlicher, 
ihre Taylorentwicklung; Funktionaldeterminanten und die Auflösung von Funktional- 
beziehungen. 5. Differentialgeometrie der Raumkurven in vektorieller Darstellung, 
Elemente der Flächentheorie bis zum Begriff des Krümmungsmaßes. 6. Integral- 
rechnung der Funktionen mehrerer Veränderlicher; mehrfache, Kurven- und Flächen- 
integrale; Gauß-Greensche Integralsätze. Flächen- und Inhaltsberechnungen. 7. Ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen; elementare Integrationsmethoden, Lösung durch 
Reihen, lineare Differentialgleichungen. 8. Partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung, 
Laplacesche Gleichung, Lösung der Schwingungsgleichung. Variationsrechnung, 
Brachystochrone, das Didoproblem, Variation der Doppelintegrale. — Die Vorzüge 
des ersten Bandes sind auch die des vorliegenden. Der reichhaltige Stoff wird in sehr 
klarer, exakter und didaktisch meisterhafter Form gestaltet. Originell ist vor allem 
Kap. 6, beispielsweise die Herleitung des Oberflächenintegrals aus der Minkowskischen 
Definition der Oberfläche. H.@Geppert (Berlin). 

@ Doerfling, Richard: Mathematik für Ingenieure und Techniker. Ein Lehrbuch. 
München u. Berlin: R. Oldenbourg 1939. 533 8. u. 290 Abb. geb. RM. 9.60. 

Verf. denkt sich für sein Buch Leser, die keine besondere Veranlagung zur Mathematik 
haben, deren Fach oder Beruf aber die Mathematik nicht entbehren kann und die nun in dem 
Buch das von ihnen benötigte Rüstzeug finden sollen. Mathematisch strenge Ableitungen 
sind daher nicht überall zu erwarten. Die 7 Abschnitte des Buches sind überschrieben: Arith- 
metik und Algebra, Elementargeometrie, Trigonometrie, Analytische Geometrie, Differential- 
und Integralrechnung, Differentialgleichungen, Vektoranalysis. — Der erste Abschnitt enthält 
über das Übliche hinaus die Rechenregeln für Determinanten, von den linearen Gleichungen 
den Cramerschen Hauptfall, jedoch nicht den allgemeinen Fall. Die analytische Geometrie 
wird durchweg in Koordinaten behandelt. Im fünften Abschnitt fehlt’eine strenge Einführung 
des Grenzwertbegriffs, wodurch bei der Definition des Differentialquotienten überholte For- 
mulierungen zustande kommen. S.286 findet sich eine falsche Aussage über das Verhalten 
der Kurve y = f(x) für x, mit (x,) = f’’(x,) = 0. Bei den Differentialgleichungen werden die 
wichtigsten Typen und einige Beispiele aus der Mechanik behandelt. Der letzte Abschnitt 
bringt die Begriffsbildungen der Vektorrechnung in gedrängter Form. Werner Schulz. 


Cavallaro, Vincenzo G.: La trigonometria quadratica. Riv. Fis. Mat. Sci. Nat. 14, 
62—65 (1939). 
Kurze Darlegung der „quadratischen Trigonometrie‘“ von V.Alaci (dies. Zbl. 
20, 352). L. Schrutka (Wien). 
Ioneseo, D. V.: Göngralisation d’une &quation fonetionnelle rencontree par G. Dar- 
boux. Bull. Sect. Sci. Acad. Roum. 22, 165—167 (1939). 
Ionesco, D. V.: Applieations d’une formule göntralisee de &. Darboux. Bull. Sect. 
Sci. Acad. Roum. 22, 168—171 (1939). h 


Generalizzazione della formula (*) few dt= en B (0) +49 (2) nn 0) 5 
() 


p(2)=a2?”-+bx-+-.c, detta dall’A. di Darboux, al caso di un polinomio @(x) di grado 
qualunque, ed applicazione al calcolo di baricentri e momenti d’inerzia di trapezoidi 
limitati dalle corrispondenti parabole y—= (x). Dal punto di vista storico & da osservare 
che la (*) assai prima del Darboux era stata adoperata da Bonaventura Cavalieri 
(Centuria di vari problemi. Bologna 1639. probl. 80, p. 446), da Evangelista Torri- 
celli nel 1646 (Racconto di alcuni problemi, X, XI, XII, cfr.:OperediE. Torricelli, 
Bologna: Zanichelli 1919. III, p. 11—12), da J. Gregory (Exereitationes geometricae, 
Londini 1668), da R. Cotes (Harmonia Mensurarum, Smith, Cantabrigiae, 1772, 
Opuscula, p. 33) e da T. Simpson (Mathematical dissertations. London 1743, p. 109). 
Luigi Beretia (Firenze). 

Northeott, D. G.: Some inequalities between periodie funetions and their deriva- 
tives. J. London Math. Soc. 14, 198—202 (1939). 

Proof of the following theorem: If A; is the class of the functions f(x) such that 
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dD f 2 = f(x +2n), (I) fe), f(®),...,/%-®(x) are absolutely continuous, 
(III) [haar —=(, then 


maz| falle >. 


(2» + 1j*+1 


. |max/@(@)|, 

v=0 
the constant being the best possible. — The Reviewer has to remark that this is a known 
result of J. Favard [cf. this Zbl. 16, 58—59; for generalisations and extensions cf. 
the Reviewer’s papers (this Zbl. 21, 401)]. Bela de Sz. Nagy (Szeged). 


Selberg, Henrik L.: Über eine Verschärfung der Tehebycheffschen Ungleichung. 
Arch. Math. og Naturvid. 43, Nr 2, 1—3 (1940). 
Ist /(2)>0 und stetig n x=>0, und existieren die Integrale Er = J ar f(% 


für »=0,1,2, wobei s,=1 sei, so läßt sich das Integral P(a) = J x) de (a>0) 
abschätzen durch: P(a) < rn (Markoff) und P(a)< 3 (Tohebychett). Unter 
Verwendung der Schwarzschen Ungleichung gewinnt Verf. die neye Ungleichung 
$ — 
<a 
die gültig ist, sobald a > s, genommen wird, und stets besser ist als die ee 


‚während sie die Markoffsche Ungleichung erst dann verbessert, wenn «a >- — ausfällt. 


H.Geppert (Berlin). 
Morant, J.: Sur une remarque de M. Goursat, relative au developpement en serie 
d’une branche de fonetion implieite. Mathesis 53, 169—172 (1939). 
Goursat behandelte die Reihenentwicklung eines Zweiges einer implizit ge- 
gebenen Funktion. Verf. bestimmt die Entwicklungen zweier Funktionen y und 2 
von zwei Veränderlichen x, und x,, die implizit in der Form 


Yy= Yoo(Fı, 3) + YYıo + 2901 + Y’Yao + 
2 = YıolFı, %e) + YYıo + 2Yoı + YPYyao + 


gegeben sind. Er gibt ein Verfahren, die ersten Glieder dieser Entwicklungen zu 
berechnen. Ott-Heinrich Keller (Berlin). 


Losada y Puga, Cristobal de: Ableitung der Stirlingschen Interpolationsformel aus 
der Taylorschen Reihe. Rev. Univ. Catolica Peru 7, 177—186 (1939) [Spanisch]. 

L’A. mostra come, partendo dalla serie di Taylor ed esprimendo le derivate della 
funzione mediante le differenze, si arriva alla formula d’interpolazione di Stirling; 
il calcolo & condotto nel caso in cui la formula & arrestata alle differenze terze. 

Luigi Beretta (Firenze). 

Fort, Tomlinson: The Euler-Maelaurin summation formula. Bull. Amer. Math. 
Soc. 45, 748—754 (1939). 

Die von Nörlund[Differenzenrechnung (1924) S.160] aufgestellteVerallgemeinerung, 
der Euler-Maclaurinschen Formel für (x + w) gestattet zwar die rasche Bildung der 
einfachen Summe der reellen Funktion @(x), nicht aber die ihrer mehrfachen Summen. 
Ein von Steffensen (Interpolation 8. 136) angegebenes Verfahren, durch Summation 
nach Teilen aus der klassischen Euler-Maclaurinschen Formel eine mehrfache Summe 
von (x) zu gewinnen, erfordert Transformationen und liefert keine explizite Schluß- 
formel. Verf. löst das Problem der k + 1-fachen Summe mit fester Spanne ® mit 
Benutzung Nörlundscher Bernoullischer Zahlen und Polynome »-ter Ordnung zunächst 
für ein Polynom @(x) und ermittelt sodann für eine k-mal stetig ableitbare reelle 
Funktion (x) das Restglied. In die. Schlußformel gehen Bernoullische Zahlen und 
Polynome höherer Ordnung ein. P. E. Böhmer (Dresden). 
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Cassina, Ugo: Formole sommatorie e di quadratura ad ordinate estreme. I-II. 
Ist. Lombardo, Rend., III. s. 72, 225—274 (1939). 

In der vorliegenden Abhandlung untersucht Verf. Summationsformeln von fol- 
gendem Typ S=Yal ud S8S=DAAt, 
und zwar in folgenden Fällen: 1. Summationsformeln mit m Anfangsordinaten, 
2. Summationsformeln mit m Paaren symmetrischer Extremordinaten, 3. Summations- 
formeln mit m Paaren gleich abstehender Extremordinaten (vgl. dies. Zbl. 21, 399). 
Verf. findet Beziehungen zwischen den Koeffizienten a, und A,; von besonderem Nutzen 
können die Fälle m = 1, 2, 3 sein, die besonders behandelt werden. Die Untersuchung 
wird in den beiden Fällen durchgeführt, in denen die Koeffizienten abhängig bzw. un- 
abhängig von m sind. Die Formeln sind so gebaut, daß sie für ein Polynom eines be- 
stimmten Grades exakt werden, und es wird dementsprechend die Restformel für eine 
beliebige Funktion aufgestellt. Ausgehend vom Studium eines linearen Operators 
erhält man einen Ausdruck für den Rest in den verschiedenen Fällen teils in der exakten 
Form eines Integrals, teils in der angenäherten Form mittels Differentialquotienten. 
Aus den vorangehenden Summationsformeln leitet Verf. die entsprechenden Quadratur- 
formeln her, unter denen sich einige neue befinden, die bezüglich Bequemlichkeit 
und Genauigkeit Vorteile bieten. L. Beretta (Firenze). 

Cassina, Ugo: Estensione del teorema di Rolle al calcolo delle differenze ed appli- 
eazioni. Ist. Lombardo, Rend., III.s. 72, 323—332 (1939). 


L’A., per calcolare il resto di alcune formule sommatorie, applica propriet& note sugli 
zeri e sulle variazioni delle successioni (cfr. E. Bonferroni, Elementi di Anal. Mat. Firenze 
1938, 298, 424 e seg.). Luigi Beretta (Firenze). 

Cassina, U.: Nuove formole sommatorie e di quadratura. Atti Accad. naz. Lincei, 
Rend., VI.s. 29, 253—258 (1939). 

Einfache Mitteilung von manchen vom Verf. schon veröffentlichten Ergebnissen 
(vgl. dies. Zbl. 21, 399 u. vorst. Referate). L. Beretta (Firenze). 

© Obrechkoff, Nikola: Sur la loi de Poisson, la serie de Charlier et les &quations 
lineaires aux differences finies du premier ordre a coefficients constants. (Actualites 
scient. et industr. Nr. 740.) Paris: Hermann & Cie. 1938. 30 pag. 


Soient p„(2) les polynomes de Charlier, Yolz) = 7 ©7%, yalz) = Voß, et 
soit (1) P(x) —CoYolX) + CıYı(lz) + Caya(x) +" la serie de Charlier corr&spon- 


dante a une fonction p(x) definie pour <=0,1,2,... L’au. demontre la convergence 

de la serie (l) pour chaque 2 —=0,1,2,..., sous les hypotheses suivantes: La serie 
oo n 

2 2°” 24 |p(x) | converge pour chaque nombre fini A et l’expression Bam \ 
= = 


tend vers zero quand n croit indefiniment. Dans la deuxieme partie il dämontre que 
Y 


la loi de Poisson pour deux variables est la suivante: p(z, y) = en u”?, oü 


C, a, b, u sont des constantes, O< u =1, entre lesquelles on a les relations g(a, b) 


l A } r > 
=:g(b, 0) — 5: 9(u, v) designant la fonction = r e“*". Dans la troisieme partie il 
n=0 iR 
donne la forme generale des solutions des &quations yı(n + 1) = Ziyn) + fı(n), 
= 


n=1,...,r, et &tudie le comportement asymptotique de ces solutions, en göneralisant 
ainsi les resultats de Frechet (ce Zbl. 19, 56). N.Obrechkoff (Sofia). 
Reihen : 

Mambriani, Antonio: La moltiplicazione composta delle suecessioni e aleune appli- 
eazioni. Mem. Accad. Ital. 10, 47—85 (1939). 


Der erste Teil der Arbeit knüpft an frühere Untersuchungen des Verf. zur „Algebra 
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der Zahlenfolgen“ [Ann. Mat. pura appl. (4) 8, 103—139 (1930) und (4) 9, 25—56 (1931); 
dies. Zbl. 1, 331] an. Ist (a,) eine beliebige Folge und (b,) eine Folge mit verschwinden- 
dem Anfangsglied b,, so bezeichnet Verf. als ‚isobares‘“ bzw. „binomisches zusammen- 
gesetztes Produkt“ von (a,) und (b,) die beiden Folgen 


n N 
an Ind =D a,b (n=0,1,2,...) und an = I 5" a 
v=0 v=0 


wobei 5” und pn" die isobaren und binomischen Potenzen der b, bedeuten, die de- 
finiert sind (vgl. a.a. O.) durch 


n 
eb, ber bunbn = I brbn-»; DeRT= Dee ra, (m=3,4,...) 
und 
a ge a -2(, ,)d» a ea a An 
Es werden die Eigenschaften dieser Produktbildungen, die zueinander in der Beziehung 
an [" du __ In | b, 


n! n! un! 
stehen, untersucht. — In einem zweiten Teil wird zunächst gezeigt, daß man zu den 
zusammengesetzten Produkten in natürlicher Weise gen wird, wenn man eine 


Potenzreihe 2 = y(t) = > b„t* in eine andere /(2) = ar an und nach Po- 


oo 


tenzen von t umordnet: man erhält dann /(y(t)) = m (a * nbn) "= S Un -/ LE 2 


n=0 n=0 
Weiter werden verschiedene Beispiele anperchen in denen die zusammengesetzten 
Produkte mit Vorteil verwendet werden, und die sich auf die Iteration von Differential- 
operatoren, die Reihensummation und insbesondere auf die Fakultätenreihen und ihre 
Beziehungen zu den Potenzreihen beziehen. F. Lösch (Rostock). 


Dernoscheck, Eberhard: Untersuchung der alternierenden Folgen mit Hilfe zu- 
geordneter Potenzreihen. Dresden: Diss. 1939. 60 8. 

Jeder Folge (a): a, @ı,-.. (au =0 oder 1) ordne man die Funktion 9(z; (a)) 
—=(1— 2) (aa+a]2-+4g2°? + -.-)zu. Es wird der Verlauf der KurvenK (a): v= (2; (a)) 
im Quadrat O<z<1,0<v<1 studiert. Dabei verhalten sich die drei Rechtecke 
0<2:<4,3<z<og,o<z<1l (o = 4(y5 _ 1)) gänzlich verschieden; z. B.: während 
sich im ersten Rechteck keine zwei Kurven K (a) schneiden, gibt es für jeden Punkt des 
dritten Rechtecks c Kurven X(a), die durch diesen Punkt gehen (c = Mächtigkeit des 
Kontinuums). V. Jarnik (Prag). 


Andreoli, Giulio: Sulla eonvergenza delle serie ed i suoi caratteri gruppali (con- 
vergenza assoluta, incondizionata, totale). Accad. Sci. Fis. e Mat. Napoli, Rend., IV. s. 9, 
172—176 (1939). 

Einige weitere Ausführungen über die in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 15, 208) gemachte 
Anregung, in der Theorie der unendlichen Reihen gruppentheoretische Gesichtspunkte zur 
Geltung zu bringen. Die Begriffe der absoluten, unbedingten und der totalen Konvergenz 
können auf Grund von Invarianzeigenschaften der Reihe bezüglich Operationen gewisser 
Gruppen entwickelt werden und dadurch Erweiterungen erfahren, daß die zugrunde gelegten 
Operationsgruppen auf Untergruppen reduziert werden. H. Hadwiger (Bern). 


Schilling, Bernhard: Methoden zur numerischen Auswertung unendlicher Reihen 


mit reellen konstanten Gliedern. J. reine angew. Math. 181, 177—192 (1939). 
Da, sei KERLE 0,17 >01 e für 2>1 monoton und stets /(v)=a,. 


Dann gilt für R,„ -Ia, bekanntlich g [Me f{z)dz = R,= IL Mz)de=@. Verf. ver- 
n+1 
bessert diese Erelechung durch zusätzliche Wengen über f(x). Ist f(x) 
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An 


konvex, so ist g<R, _ R NET: setzt Verf. fı(2)= (2) - — 2) f(t) dt und 


b,= f,(v). Dann ist A, = u 5 a +> b,. Ist f(x) dreimal en und sind 
n+1 

die Ableitungen monoton, so ist — fı(a) positiv, monoton und konvex, d.h. die letzte 

Ungleichung auf — Ib, anwendbar. Man erhält die mindestens einseitig bessere Un- 


leichun @ @ +@ 
8 8 ıT m 1 << Buy 


dabei ist 9, = = fidz und 6, = “ fidx. Ist f(x) etwa vollmonoton, so kann man das 


n+1 
Verfahren n-mal iterieren, es folgt aber nicht, wie Verf. behauptet, daß man so zu 


immer besseren Näherungen für R, kommt. Es folgen Verallgemeinerungen. Krafft. 
Botez, Michail St.: Sur la zone de convergence des quelques series syntagmatiques. 


Bull. sci. Ecole polytechn. Timisoara 9, 3—6 (1939). 
Anknüpfend an einen Gedanken von V.Alaci (dies. Zbl. 10, 347) werden mit 


einA& 7, 


Hilfe des diskontinuierlichen Faktors / — 5 sign A die Konvergenzbereiche 
N) 
für syntagmatische Reihen (Bezeichnung von Cauchy für Reihen von mehreren 
Veränderlichen, die je nach Anordnung ihrer Glieder konvergieren oder divergieren; 
s. etwa E. Borel, Legons sur les series & termes positifs. S. 89) dargestellt. 
L. Schrutka (Wien). 

‘ Ostrowski, Alexandre: Note sur les produits de series normales. Bull. Soc. Roy. 

Sci. Liege 8, 458—468 (1939). 


+ 

Eine Potenzreihe $a,2” mit lauter reellen nichtnegativen Koeffizienten wird 
dann als normal bezeichnet, wenn für jedes» 0 >a,_1a, +1 (*) gilt und mita,a,>0 
(< u) auch , >0 fürk=v+1,...,a# — list. Tritt in (*) das Gleichheitszeichen 
nie auf, so wird von einer im engeren Sinne normalen Potenzreihe gesprochen. Es 
wird u.a. gezeigt, daß das Produkt zweier normaler Potenzreihen, falls es existiert, 
wieder eine normale Potenzreihe ist und das Produkt zweier normaler Taylorscher 
Reihen, von denen sich keine auf ein Polynom reduziert, sogar normal im engeren 
Sinne ist. Lammel (Prag). 

Hyslop, J. M.: Some theorems on absolute Cesäro summability. Proc. Edinburgh 
Math. Soc., II.s. 6, 114—122 (1939). 

Sind ci (n = 2 1,2,...) für positives %k die k-ten Cesäroschen Mittel der Reihe 


> @,, so heißt I, absolut (O, k)-summierbar oder kurz |C, k|-summierbar, wenn 
eier Reihe 2 >” 0% mi mit a® — c® — c® |, absolut konvergiert. Anknüpfend an frühere 
Uteranchnngen (dies. Zbl. 19, 22 zeigt Verf.: (1) It 9 >0 ganz und O<o = 1, so 
folgt aus der Konvergenz von = n®|aP| die |C, p|-Summierbarkeit von Ira, 
und umgekehrt. (2) Im Falleo = 1 Holgt a der Konvergenz von Zr ja‘? | ebenfalls 
wieder die |C, p|-Summierbarkeit von p na, (auch bei onen p>d). 


Umgekehrt folgt aus der |C, p|- Eu ee von Ina, die Konvergenz von 
n= 
3 Inar - 2, 


‚ wo cP’, die p-ten Cesäroschen Mittel der Reihe Dr bedeuten. 
n=1 


Unter der Voraussetzung der |C, p|-Summierbarkeit von Ira gi: daher aus der 
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E © ©o 
1 £ 
Konvergenz von > ne |, | die Konvergenz von > n|a®| für k = p, dagegen folgt 
n=1 © n=0 © 


aus der Divergenz von D- |e!®,| die Divergenz von D’njap| für jedes k >0. 
n=1 n=0 
(Vgl. auch J.M. Hyslop, dies. Zbl. 21, 119.) F. Lösch (Rostock). 

Carafa, Mario: Applicazione delle serie di Fourier all’inversione delle funzioni e al 
ealcolo numerico delle radiei reali di una equazione. Rend. Semin. mat. Roma, IV. s. 3, 
73-83 (1939). 

Verf. betrachtet die Umkehrung x = g(u) einer in einem Intervall (a, b) mono- 
tonen und stetigen Funktion u = f(x) und untersucht unter Vorgabe einer weiteren 
‚dort stetigen Funktion @(x) die Fourierentwicklung von P(u) = p(g(u)) im Inter- 
vall (/(a), f(b)). Ist noch eine beschränkte Ableitung /’(x) vorhanden, so werden 

27 


(bei /(a)=0, f(b) =27) die Fourierkoeffizienten [p(x) f’(x) = a dx also ohne Kennt- 
ö 

nis von g(w) aus den gegebenen Funktionen bestimmbar. Hat @(x) beschränkte 
Schwankung, so folgt die einfache Konvergenz, haben @’(x) und f(x) beschränkte 
Schwankung und ist außerdem f’(x) +0 im abgeschlossenen Intervall (oder all- 
gemeiner: nur im offenen, bei geeigneten Zusatzannahmen über das Randverhalten), 
so folgt die gleichmäßige Konvergenz in jedem abgeschlossenen Teil. Bei Existenz 
höherer Ableitungen von @(x) und f(x) (f(x) = 0) lassen sich durch partielle Inte- 
gration von den Fourierkoeffizienten Bestandteile abspalten, für die die entsprechen- 
den Fourierreihen durch Bernoullische Polynome geschlossen summiert werden 
können, während der Restbestandteil mit wachsendem n von höherer Ordnung klein 
wird. Anwendung auf Gleichungen f(z) =0 (f(a) - f(b) <0; oben v=0), sowie die 
Darstellung einer durch /(z, y) = 0 implizit gegebenen Funktion (Auflösung nach y 
bei z als Parameter); Übertragung auf die Umkehrung von Funktionssystemen mehrerer 
Veränderlichen. Hermann Schmidt (Jena). 

Izumi, Shin-ichi, and Tatsuo Kawata: Notes on Fourier series. IX. Uniform 
Cesäro summability. Töhoku Math. J. 46, 117—122 (1939). 

Bezeichne $S{9(x) für ein x > —1 das n-te (C, &)-Mittel der Fourierreihe einer nacn 
277 periodischen stetigen Funktion f(z) und sei 2p() = frz +2) + fx — t) — 2f(e). 
Dann ist 


(n — 3)/2 

0 +2k — 9 +@2k + Drln)| 

18 («) — Fa)| = ol) +00) > ee el 
k=0 


wo a/2n<0<2n/n zu setzen ist. Aus dieser Beziehung folgen als Spezialfälle 
manche bekannte Kriterien bezüglich der gleichmäßigen (C, &)-Summierbarkeit der 
Fourierreihe von f(x). (VIII. vgl. dies. Zbl. 21, 119.) @. Alexits (Budapest). 

Izumi, Shin-ichi, and Tatsuo Kawata: Notes on Fourier series. X. Summakbility. 
Töhoku Math. J. 46, 154—158 (1939). 

Bezeichne s,(z) die n-te Partialsumme der Fourierreihe einer integrierbaren 
Funktion f(x). Ist k eine beliebige positive ganze Zahl, so gilt die Beziehung 

n 


lim 1 SD sx(a) = fe), 
n>o % 
al 


außer höchstens einer Nullmenge von z. @. Alexits (Budapest). 


Dirichletsche Reihen, fastperiodische Funktionen: 


Petersson, Hans: Konstruktion der sämtlichen Lösungen einer Riemannschen 
Funktionalgleiehung durch Dirichlet-Reihen mit Eulerscher Produktentwicklung. I. 
Math. Ann. 117, 39—64 (1939). 

Es handelt sich um die Verallgemeinerung der im ersten Teil (dies. Zbl. 21, 22) 


Zentralblatt für Mathematik. 22. 9 
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dargestellten Theorie auf Modulformen höherer Stufe. S(t, e, @) sei die Schar der ganzen 
Spitzenformen Q-ter Stufe der ganzen negativen Dimension z, die zu dem Charakter 
e(n) mod Q gehören (vgl. Hecke, dies. Zbl. 16, 355). Sylt, & Q) sei eine Teilschar vom 
Range u, die durch alle 7, mit (n, Q) = lin sich übergeführt wird. $, hat eine normierte 
Orthogonalbasis v,(T), .. .,%„(T) mit der Eigenschaft v;(7) |T,=w;(n)vi(t) für alle n 
mit (n,Q) =1. Dabei ist w;(n) = e(n) @;(n). Ist t=1 oder geht jeder Primfaktor 
vontinQ/t = t, auf, so sind die v,(7) als linear unabhängige Eigenfunktionen zu allen T',, 
(n,Q)=1, in S, bis auf die Reihenfolge und konstante Faktoren eindeutig bestimmt. 
Der: Beweis verläuft ähnlich wie in Teil I mit Hilfe der im Bereich der Modulformen 
fester Dimension zu einer festen Gruppe eingeführten Hermiteschen Metrik. Die Theorie 
dieser Metrik wird weiter entwickelt, insbesondere hinsichtlich des Verhaltens der 
Modulformen bei der vollen Modulgruppe. — Die Eindeutigskeitsaussage des oben- 
genannten . Satzes beruht wesentlich darauf, daß die u Eigenwertsysteme w;(n), 
i=1,2,3,.. ., u, verschieden sind. Dieser Sachverhalt liegt aber nicht nur dann vor, 
wenn t=1 ist oder alle Primfaktoren von t in £, = Q/t aufgehen. Im allgemeinen zer- 
fällt S, bei allen 7, (n,Q)=1, in invariante Teilscharen, die zu den verschiedenen »;(n) 


ee 
gehören. Wird jeder Form pl) = Dane 2 aus 8,(t,8,Q) die Dirichletreihe 
) m=1l 
D(s) = Da„(mt)* zugeordnet, so bilden diese D(s) eine Schar T,(t,e,Q) vom 
m=1 
Range u, und die den v;(r) zugeordneten H;(s) haben Produktzerlegungen der Gestalt 


(1) H;(s) = t*Hj% (6) (P)p"®. 
(8) 2 II, Da{lp)p 


v=( 


Dabei ist (1) =1, H/%(s) = Db;nn-* mit b, =1 und b,„ = 0, wenn in n andere 
n=1 


Primzahlen aufgehen als die in i, aber nicht in t, enthaltenen. Genauer ist 


= (in Kar 

(2) 2 «0b Ip (1 PT 
Für eine Dirichletreihe aus 7,(t, &, Q), die eine Darstellung der Gestalt (1) hat, stimmt 
das unendliche Produkt rechts mit einem der Ausdrücke (2) überein. Ist *=1 oder 
geht jeder Primfaktor von £ in t, auf, so sind also die D(s) mit Produktentwicklung 
eindeutig bis auf konstante Faktoren. Die D(s) sind ganze Funktionen. Für den 
Fall einer Primzahlstufe Q=g>=3 läßt sich unter Benutzung der Ergebnisse von 
Hecke (dies. Zbl. 16, 355) noch mehr über die Struktur hinsichtlich der 7, beweisen, 
die Eigenfunktionen der 7,, sind von selbst auch Eigenfunktionen aller 73, g>1. 
Die Schar $,(g) vom Teiler q zerfällt in e Scharen vom Rang 2 zu je einem Eigenwert- 
system w;,(n), während die restlichen (e— e) Scharen vom Rangl sind. Dabei isteder Rang 
der bei allen Modulsubstitutionen invarianten Teilschar; es wird e > 0, also insbesondere 
r gerade angenommen. f,(T),...,f.(T) sei eine Basis dieser Schar, dann werden die 
e Scharen vom Rang 2 durch f;(r), f(T)=fi(qr) gegeben. f,(T), H(T);-..;f.(); 
fx (r) läßt sich dann durch g,(T),..., 9,— .(T) zu einer Basis von $,(q) so ergänzen, daß 
die den f;, f#, 9, zugeordneten Dirichletreihen Eulerprodukte hinsichtlich aller Prim- 
zahlen, auch q, sind. Es sei /;(7) | 7„= 0;(n)};(T). Genau dann, wenn o;(g) + +24-0 
für do =1,2,...,e ist (was bei gegebenem z für fast alle q zutrifft), gibt es eine Basis 
von 8,(9), die aus lauter Eigenfunktionen gegenüber allen 72, m>1, besteht, die 
dadurch im wesentlichen eindeutig bestimmt sind. Deuring (Jena). 

Kaluza jun., Theodor: Untersuchung fastperiodischer Funktionen mittels äqui- 
distanter Zahlenmengen. J. reine angew. Math. 181, 153—176 (1939). 

Verf. untersucht die Folge der arithmetischen Mittel 


» 
A| 
(1) = 2) p=1,2,3,..., 
N= 
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der stetigen fastperiodischen (st.fp.) Funktion f(x) auf der äquidistanten Punktmenge 
no (n=0,1,2,...). Es ergibt sich, daß diese Folge gegen eine Zahl M,(f) konver- 
giert und daß die Darstellung a 


(2) Mu = a0) + in I er) + a %*%) 
k=1 


kn 


gilt, wo rechts a(A) den zur Frequenz A gehörigen Fourierkoeffizienten von f(x), d.h. 
M(fto)e”‘*2), bedeutet. — Zum Beweis wird die Hilfsfunktion B,(z) = (2n)-! für 
|e — kw|<n, =0 sonst, herangezogen. Eine ziemlich lange Rechnung ergibt die 


Relation 
+] 


(8) Mi@)B,@) = a0) + I," 
k=1 

[Verf. leitet dies aus dem Abelschen Grenzwertsatz für Potenzreihen ab. Ref. bemerkt, 
daß (3) unmittelbar folgt, wenn man den Parsevalschen Satz auf das (im Stepanoff- 
schen Sinne) fp. Funktionenpaar f(x) und B,(x) anwendet.] Es ergibt sich weiter, 
daß die linke Seite von (3) für 7 —0 und der Ausdruck (1) für » > oo beide konver- 
gieren, und zwar gegen denselben Grenzwert. — Als Anwendung von (2) folgt u.a. 
ein kurzer Beweis der Gleichverteilung der Zahlen n9 — [n9] in (0, 1) für irrationales 9 
und n=0,1,2,... Als weitere Anwendung erhält man folgendes: sind die Fourier- 
koeffizienten a, der st.fp. Funktion /(z) alle positiv und sind die auftretenden Frequenzen 
von der Form A, = c/k, (c eine Konstante, k, ganz), so ist I'a, konvergent. — Offenbar 
gibt es zu jeder st.fp. Funktion f(x) Zahlen & > 0 derart, daß die zugehörigen Verschie- 
bungszahlen von f(x) eine unendliche äquidistante Teilmenge enthalten. Die untere 
Grenze &, dieser Zahlen wird die zur st.fp. Funktion f(x) gehörige Periodizitätsgrenze 
genannt. Die f(x) mit &, = 0 stimmen mit den grenzperiodischen Funktionen überein. 
Diese Bemerkung, zusammen mit (2), liefert dann einen einfachen Beweis der Eindeu- 
tigkeits- und Approximationssätze für grenzperiodische Funktionen. Belav. Sz. Nagy. 


Spezielle Funktionen: 
Watson, 6. N.: Über Eigenschaften des Ramanujanschen Kettenbruches. Mh. Math. 


Phys. 48, 516-530 (1939). 
Wird für |g|< 1 nach S. Ramanujan der Kettenbruch 


Cmediurz mel 
Hd +S+g+-=R@ 
eingeführt und mit n=1,2,... die Bezeichnung R(g*) = R, benutzt, so gilt: 
RI +3R,+4R5 +2 + RJ= R,[l- 2R, +4R; —3R54+ Bj] 


und R, — Ri= R,R[R, + R]. 
Schreibt man weiter abkürzend R’, = S,„, so entsteht z. B. 
(1) 8,8581 +%)-+ Ss 8 1.10 889% - 8 +9 +1)=0. 


Die drei angeschriebenen Identitäten sind einfache Fälle unter 12 Ergebnissen, die 
Verf. zunächst mitteilt. Sie sind inhaltlich der Transformationslehre elliptischer Modul- 
funktionen zu entnehmen, und (1) insbesondere unter Benutzung der Ikosaedergleichung. 
Der Beweisgang des Verf. lehnt sich aber mehr an die von Rogers und Ramanujan 
gegebenen transzendenten Methoden an. Maier (Greifswald). 

& Goursat, Edouard: Integrales algebriques. (Actualitös seient. et industr. Nr. 692.) 
Paris: Hermann & Cie. 1939. 102 pag. Fres. 30.—. 

Miyatake, Osamu: On Riemann’s S-funetion. Töhoku Math. J. 46, 160—172 
an will beweisen, daß die Anzahl der komplexen Nullstellen s der Riemannschen Zeta- 
funktion &(s) mit |Rs—#| <e, oder, was das gleiche ist, die Anzahl der Nullstellen z von 


zu 
&(z) —.. (7 AL 2)’ * A: — 2) (5 -i2) mit !$z2|<e für jedes 2>0 endlich 


9* 
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ist. Zu diesem Zwecke wird von der Integraldarstellung 
6) 5u © e 
&@) =2[D(u)ooszudu, Pl(u)=2ne’ > (Ame:“n? — 3)e rer 
| 
; 9u R u 
Blu) = ine? e’+e ? ). Te 0) 
gesetzt und ö(u) mittels der Theorie der Fouriertransformationen über das Intervall —oo, +00 
im Mittel durch Linearkombinationen der Funktionen 


1 Re 
h,(u) = z E Su ah 2,8, Asse: 0<e<7 beliebig, 


le+ :) a (etz) 


angenähert: +00 n 2 


im 5) > % a 
269,3 


ausgegangen, 


oo 


für passende reelle c,. Hieraus folgt 
+00 


Ge) A +6 (3)) du=G(2)+@(2)+**- 


+0 +oo 


u u} Pe u 4 d 
Ge [eretemtug, ua [ee te een: 
e v k be k 


—00 0 


gleichmäßig in jedem Streifen |$2| < konst. Für die Integrale @,(u) läßt sich 


ne 

im ——- G,@)=0, zn R2>e>0, | >1 
Pen x( ) |3 | 
(2) 
2%) 

wiesene Annahme gemaeht wird, daß die Reihe a +03 ++: absolut konver- 
giere, so folgt lim p(z) = 0 für Rz > 0, 

IzI>® 

und es läßt sich jetzt leicht schließen, daß G(z) außerhalb la Streifens |Rz| <=, e> 0, 


nur endlichviele Nullstellen hat. Da &(z) =2n? de (+5 + — )) + 5 e-5 ))} ist, 


so folgt die Behauptung über £ mittels folgenden allgemeinen Se @G(z) sei eine ganze Funk- 
tion der Ordnung O oder 1, @(z) reell für reelles z. @(z) habe außerhalb jedes Streifens 
|$2]|<a+s e>0 beliebig, «>00 fest, nur endlich viele Nullstellen. Dann hat auch 
@(z— ia) + G(z + ia) bei beliebigem positivem a außerhalb |32| <a + & e> 0 beliebig, 
nur endlich viele Nullstellen. Deuring (Jena). 

Erdelyi, A.: Transformation of hypergeometrie integrals by means of fractional 
integration by parts. Quart. J. Math., Oxford Ser. 10, 176—189 (1939). 

Die Eulersche Integraldarstellung der hypergeometrischen Funktionen und ihre 
Verallgemeinerung 


1 
EB 
%; ß; Y> 2) — Tara rl == ar -A-1F(e; ß; A; x2) dx 
0 


beweisen. (2) = — 1 ist eine ganze Funktion der Ordnung 1, und wenn die unbe- 


RY)>RÜ>0; z+1; jarg(l — z)|< x] werden mit Hilfe des Begriffs der 
Differentiation nicht ganzer Ordnung direkt aus der Potenzreihendarstellung der 
hypergeometrischen Funktionen hergeleitet. Mit Hilfe partieller Integration nicht 
ganzer Ordnung (Love und Young, dies. Zbl. 19, 10) werden daraus neue Funktional- 


gleichungen der ee Funktionen gewonnen, von denen die folgende 
angegeben sei 


F(82P;y:2) = ae [er 1 — a2)e ZB 


Fu—o;u—ß; 1; 22) Pla +B— wu—hy—h; Tr) az 


wz4 
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(Gültigkeitsbereich wie oben). Ersetzt man hierin z durch 2/ß und macht den Grenz- 
übergang ß — 0, 50 ergibt sich eine entsprechende Funktionalgleichung für konfluente 
hypergeometrische Funktionen, die eine Reihe von bekannten Spezialfällen umfaßt. 
Die Methoden lassen sich auch auf ähnliche Probleme in der Theorie der verallgemeiner- 
ten hypergeometrischen Funktionen anwenden. J. Meixner (Berlin). 

Belardinelli, @.: Un esempio di serie ipergeometrica di ordine infinito. Mh. Math. 
Phys. 48, 381—388 (1939). 

Die Funktion (4) sei an der Stelle y=w regulär und habe dort eine 
Nullstelle genau erster Ordnung. Die für &=0 verschwindende Lösung der 
Darkung) il) ö(y)+aypP=0 (p=0, ganz) ist dann (Lagrangesche Reihe) 


2rin 
n=1 % 


(2) y ES x" mit A, Ze] (1) av. wobei f, einen Kreis um & mit (hin- 


reichend kleinem) Radius o bedeutet. e, entwickelt den Integranden nach dem 


binomischen Satze nach Potenzen von — 1 und Ayregner gliedweise; so erweist 


am) I 
sich A, als der Wert einer gewissen Newtonschen Reihe > Y he: ; ') für ganzzahliges 


& = n. Für deren Konvergenz bei beliebigem komplexem & werden gewisse Un- 
gleichungen (3) zwischen |w| und o als hinreichend erwiesen, und angegeben, ihre 
Erfülltheit lasse sich nötigenfalls durch eine Parallelverschiebung (4) y* = y + h be- 
wirken. Hiervon konnten sich Ref. nicht unmittelbar überzeugen, da (1) bei (4) seine 
Gestalt nicht behält und daher die Ungleichungen (3) nicht in die entsprechenden 
für ©* = + h an Stelle von w übergehen; vielmehr kommt man nach der Methode 
des Textes wieder auf die nämlichen Ungleichungen zurück, die also, wenn vorher, 
dann auch nachher nicht erfüllt sind. Doch lassen sich leicht Funktionsklassen ab- 
grenzen, für die (3) durch passende Wahl von o erfüllbar ist, beispielsweise: 
0(y) = (y — w) f(y), wo /(y) bei y= 0 regulär, /(0) # 0 ist, und nach Auswahl von 
f(y) |o| hinreichend klein zu nehmen ist. Alsdann ist die Reihe (2) nach einer früher 
vom Verf. eingeführten Sprechweise (dies. Zbl. 9,210) vom Typ der Überschrift. 
Hermann Schmidt und Georg Lockot (Jena). 

Mohan, Brij: A self-reeiprocal funetion. Proc. Edinburgh Math. Soc., II.s. 6, 
92—93 (1939). 

Verf. zeigt, daß — mit den üblichen Bezeichnungen der Besselschen Funktionen — 
die Funktion z3/,(4x?) K,(4x?) bei der Hankelschen Abbildung (J,) ihr eigenes Bild 
ist. Dabei stützt er sich auf ein von Hardy und Titchmarsh angegebenes Kenn- 
zeichen dafür, daß eine Funktion bei der Abbildung (J,) in sich selbst übergeht. — 
Ref. bemerkt, daß schon früher Meijer allgemeiner die Funktion x? 1;,(4 22) K,,(4 22) 
als ihr eigenes Bild bei (J,) nachgewiesen hat (dies. Zbl. 19, 344).  Koschmieder. 

Erdelyi, Artur: Einige nach Produkten von Laguerreschen Polynomen fort- 
schreitende Reihen. S.-B. Akad. Wiss. Wien Ila 148, 33—39 (1939). 

La generalisation de certaines formules deja donnees par l’aut. (ce Zbl. 16, 21) 
et par G.N. Watson (ce Zbl.19, 406) est la suivante 


*) r! T(2c + r) 9 (x) LP Ay) 
( I«k+r+D)fß+r+1) 


Fer min (z,y) 
= el Jewte — we22y —wP2edu 
I —2c+1)I(ß — 2c+ 1, 
sous P’hypothese R(x) +1>2X(e) >0, RB) +1>2R(e) >0, Ka+Pp)+1 
>4Rle) >0. — Ici L(®(x) sont les polynomes de Laguerre generalises 


Lea) = ET. e-zaetr. 


r! der 
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Le premier membre de (*) peut aussi s’ecrire 
T2o)y-°° ( R 1.2 ) 0 
TeenGo- ee N ß,a+ rn <r<y 
I(20)% 2° 
Me —-2c+)Tß+1) 


resp. 


0,(20,2°—,8+1; 4,9), 0<y<z 


en posant 


T(a+m+n)T(b+m)T(co) x" y* 
Suse) >> "Ta TOTlc+m+n) min 


m=0 n= 
L’aut. donne aussi des formules er exprimant la somme 
oo 


r!Ty+r+1) 129 (@) LP (y) 
F+DT@+r+DITA+r+D 


= 
Toutes ces formules r&sultent d’une formule generale donnant la somme des produits 
de certaines fonctions hypergeomötriques confluentes (voir ce Zbl. 17, 304). 
T. Popoviciu (Cernäufi). 

Meijer, €. S.: Über Besselsehe, Lommelsehe und Whittakersche Funktionen. I. 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 42, 872—879 (1939). 

Verf. beweist, vnın O0 <p=<g — list, &, ß nicht O und negative ganze Zahlen sind 
und Re(x + ß) >% ist, für verallgemeinerte hypergeometrische Reihen die Formel 


0) „Far, ms +, Op; b,, SE bo; d) 


ern le _ 2) > zrsF, (e Ba een ntge 


Der Thtegrationeweg L besteht aus der imaginären Achse Y von ooexp(—i/2) bis 
r exp(— ri/2), dem Halbkreise mit r um i = Orechts von Y und aus Y von r exp(mi/2) 
bis oo exp(mi/2). Dabei ist r beliebig >0; fürp=g— 1 wähle manr>|Y£|. Aus 
(1) entsteht eine Fülle von Formeln durch Besonderung der Parameterwerte, die die 
„F, in bekannte Funktionen übergehen läßt, z. B. (im wesentlichen) a) in Besselsche 
Funktionen J,(z), b) in das Produkt J,(2)J,(z) zweier solcher, c) in das Produkt 
J,(2z) I,(2z). Im Falle a) z. B. stellen sich u. a. die Schläfli-Soninesche und die Han- 
kelsche Integralgestalt der J,(z) ein. Im Falle b) ergibt sich u.a. J,(2)? (u=») als 
ein Integral, bei dem der hypergeometrische Teil des Integranden eine zugeordnete 
Legendresche Funktion erster Art oder das Produkt zweier solcher ist. — Zu den in 
den Fällen b) und c) erzielten Ergebnissen hatte Verf. schon früher verwandte gefunden 
(dies. Zbl. 13, 207, 355; 208). Koschmieder (Graz). 

Varma, R. S.: Some infinite integrals involving parabolie eylinder funetions. J. 
Math. pures appl., IX. s. 18, 157—166 (1939). 


The integral [e-t*' D,,(x) J„(ax) = da is first expressed in terms of a generalised 
ö 
hypergeometric function of re 2F5. The more general integral 
je 2 D,(&) Im(2) Ina)’ dz 


is ‚then expressed in terms of a generalised hypergeometric function of type ‚F,. The 
relation 


(2n + 3) ar urıat)D-gn-4ll) erıntide=arttel®D_,,_3(@) 
Ö 
is then obtained and an expression is found for the integral 
[Tmsint@t) et Tea timtinde 
ö 


in which T7„(z) is Sonine’s polynomial. Some theorems on reciprocal functions are 
also given. H. Bateman (Pasadena). 
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Shanker, Hari: On the expansion of the parabolie eylinder funetion in a series of 
the produet of two parabolie eylinder funetions. J. Indian Math. Soc., N. s. 3, 226—230 
(1939). 

The author gives the addition theorem 


D,(ax + by) = expt(bz — @ Yetal" I CnmDa-m{r2)Dn(ry) (b/a)” 


which is a generalisation for a non integral value of » of an expansion given by Appell 
and Kampe de FE£riet in their book: Fonctions hypergeometriques et hyperspheri- 
ques, polynomes de Hermite (1926). In this equation r? = a? + 52 and (m is the 
‚coefficient of ?” in (1 + £)*. A second type of addition theorem is expressed in the form 


etz Da+m(2) = > (—1)C, er D,„-r(2) ar 


r=0 
Expansions are obtained also for D,_„(2)et? _[D, (2) D„(2)] and ne DE (z) D„(2)]- 
H. Bateman (Pasadena). 
Okaya, Tokiharu: On the complementary funetions of modified Bessel funetions. 
Proc. phys.-math. Soc. Jap., III.s. 21, 287—298 (1939). 
The author considers a group of functions ®,(z) defined by the differential equation 


d?y/dz2® +2 dy/dz — ala — 1)y/? = 0 
where a=n-+ 3. One solution of the equation is (2772)te”?I,(z) the series for which 
is derived from a contour integral which is found to be a solution of the differential 


equation. The properties of the function ®,(z) are developed and tables are given for 
D,(z) and D, (z) for small values of z increasing by increments of 0,001 up to z = 0,220. 


= 


Seven decimals and differences are given. H. Bateman (Pasadena). 
Erdelyi, A.: Two infinite integrals. Proc. Edinburgh Math. Soc., II. s. 6, -- 
(1939). 


Die Arbeit behandelt die beiden in der Theorie der Beugung einer ebenen Welle 
an der vollkommen schwarzen Halbebene auftretenden, bereits von Copson und Ferrar 
sowie Watson untersuchten Funktionen 


sind 


FA, = je et + 0088 


und 


Go, 08H 9 Coftt 
61,9) = r eg. 
6 

Im Anschluß an eine vom Verf. in einer früheren Arbeit gefundenen Integraldarstellung 
der Funktion 9(4, 9)=F(},d) — — ei? 089 und mit Benützung einer Batemanschen 
Erweiterung des Kapteynschen Integrales wird zunächst eine Fourierreihe für (A, 9) 
in der Veränderlichen ®# hergeleitet, die im Gegensatz zu der von Copson und Ferrar 
für F(A, 0) angegebenen, nach Watson nur schwach konvergenten Entwicklung den 
Konvergenzcharakter einer Exponentialreihe mit dem Argument 3 |A| e!$"%1 besitzt. 
Dieselbe Integraldarstellung führt ferner zu einer Entwicklung von F(},9) nach 
Lommelschen Funktionen in A, der vor allem im Hinblick auf ihre Brauchbarkeit 
zur numerischen Berechnung dieser Funktion mit Hilfe der bereits tabelliert vorliegenden 
Struveschen Funktionen erhöhte Beachtung geschenkt wird. Schließlich zeigt Verf., 
daß die Koeffizienten in den von Watson angegebenen Entwicklungen von F(}, 9) 


und @(A,®9) nach steigenden Potenzen von sin durch die Whittakerschen W;, m- 


Funktionen und @(A, ®) selbst durch die Fehlerfunktion ausgedrückt werden können. 
Schoblik (Brünn). 
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Differentialgleichungen, allgemeine Theorie: 


@ Ince, C. E.: University mathematies texts (integration of ordinary differential 
equations). London: Oliver & Boyd, Ltd. 1939. 

Kakeya, Söichi, and Masatsugu Tsuji: On the measure of section of the integral 
eurves. Jap. J. Math. 16, 71—78 (1939). 

Die rechten Seiten des Differentialgleichungssystems 

%(2) = (8 Yıs - - -> Yn) =1,...,n) 

seien in dem Bereich O<x=<a, |y,|<b stetig. Dann gibt es durch den Punkt 
P(0,0,...,0) nach Peano mindestens eine Integralkurve. Sind alle |/,|< A und 
ist M; der Schnitt des von P ausgehenden Bündels von Integralkurven mit der Ebene 


z=£E (|0<E<s<sx=Min (e.3)): so ist M; nach H. Kneser ein Kontinuum. Die 


Verff. beschäftigen sich mit der Frage, wann M; das Maß Null hat. Als hinreichende 
Bedingungen hierfür werden z. B. angegeben: Die f, sind nach den y, stetig differen- 
zierbar für O<z<o, |y‚,|<b, und es ist 


D ge <(C ode = -- » Kamke (Tübingen). 
Tsuji, Masatsugu: On Lindelöf’s theorem in the theory of differential equations. 


Jap. J. Math. 16, 149—161 (1939). 
Sind die rechten Seiten des Differentialgleichungssystems 


Wlzy— Ede) W=L...n) 
in dem Bereich 0sısa |y|=sb w=ln.,n) 
stetig und erfüllen sie dort Lipschitzbedingungen 
(1) A len se DEE PATE] W=1,...,n), 
ist ferner ar 
(2) = N--- Nn) W=l,...,8) 
die durch den Punkt 0, n,,. . -, 7" gehende Integralkurve, so gilt für fast alle Punkte 
N1>-- +» des Bereiches .|<b =1,...,n) 
folgendes: Die @, sind nach den n, differenzierbar, die p, sind auch differentiabel, 
d.h. es ist o(z, N15 +... Nm) — P(&, Ns» +- +5 Nn) 
n n 
7) 
5 N ER 
2 (N — m) m Pl N +. Mm) + (Y 6 No) ) 
ferner erfüllen sie in bezug auf x eine Lipschitzbedingung. — Die f, sind fast überall 


differentiabel nach den y,, die Ableitungen längs der Kurven (2) meßbare Funktionen 
von z, und fast überall auf der x-Achse ist 

d 89, _ STAh dp 

de Om Oo 


Schließlich ist die Funktionaldeterminante 


= [Daun er ade) 
»=1 


Bei dem klassischen Satz von Lindelöf wird statt (1) die schärfere Voraussetzung 
gemacht, daß die /, stetige partielle Ableitungen nach den y, haben. Kamke. 
Vietories, L.: Über die Integration gewöhnlieher Differentialgleichungen durch 
Iteration. II. Mh. Math. Phys. 48, 19—25 (1939). 
Verf. gibt eine neue Auffassung für die in den vorangehenden Teilen dieser Arbeit 


Det 


09 
One 
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(vgl. dies. Zbl. 4, 148 u. 10, 258) untersuchten Iterationen zur Integration gewöhnlicher 
Differentialgleichungen. Als m-te a der Lösungen von = = /(z,9y) mit 
rs 


y(a) = b werden die Integrale von —” = 9„(%, )m) mit 4, (a) = b definiert, wobei g„ 


solche Funktionen sind, daß er Ym-1(2)) = FR, Ym-ı(2)). Die Konvergenz ist 
unter Lipschitzbedingungen bewiesen. Die Konvergenz ist besonders gut, wenn die 9 
Ögm _ 9 Ogm se 
weiteren Bedingungen Ben und An für 9 = Ym-ı(2) genügen. 
= M. Nagumo (Osaka). 

Sansone, Giovanni: Valutazione ee nel calcolo effettivo del periodo del 
moto perturbato in un caso tipico di prima approssimazione. Boll. Un. Mat. ital., II. s. 1, 
422—426 (1939). 

Ist F(s) eine im Intervalle (s,, s;) mit stetiger Ableitung versehene stetige Funk- 
tion, und ist F(s,)=F(s)=0, F'(s,) #0, F(s) #0, F(s)>0 in, <s< 8, so ist 
(nach Weierstraß) jede Lösung der Anfangswertaufgabe 


(7) =#P(8), -8(,) 3, (1 < 8, < 83) 


periodisch mit der Periode 7 = irn „, wenn Fo=ols-s) sa - 9, T= = 


ist. Im Falle, daß F(s) = w2(s — ) (sg — s) + eg(s), hat Levi Civita (dies. Zbl. 
18, 21) einen expliziten Ausdruck für die erste Näherung von T gegeben; dabei ist & 
ein kleiner Störungsparameter. Verf. schätzt nun den Annäherungsfehler ab: Dieser 
läßt sich in der Form e?/2O(1) darstellen, wenn g(s), g’(s), g’'(s) stetig im Intervalle 
(8,, 8,) sind, mit 8, < Ss), 8 < 8%. @. Scorza Dragoni (Padova). 

Hebroni, P.: Über lineare Differentialgleichungen in Ringen und ihre Anwendungen 
auf lineare Integrodifferentialgleiehungen. HI. Mitt. Compositio Math. 7, 229—252 
(1939). 

Übertragung der in den beiden früheren Mitteilungen [I., Compositio Math. 5, 
403—429 (1938); dies. Zbl.19, 63; II., ebda 6, 258—284 (1938); dies. Zbl. 20, 23] 
erhaltenen Resultate über die homogene und die inhomogene Differentialgleichung 


£ r 
y = ya bzw.2’ = za + bauf Systeme y, = 2 vaıbaw. = Da. +b.(lsx=<r). 
=1 =1 


Die Voraussetzungen über den Ring müssen etwas verschärft werden. Anwendungen 
auf lineare Systeme von Integrodifferentialgleichungen entsprechend II. @. Köthe. 


Nagumo, Mitio: Über das Verhalten der Integrale von Ay” + f(@,y,y',2) = 0 
für A>0. Proc. phys.-math. Soc. Jap., III.s. 21, 529-534 (1939). 

Über den im Titel genannten Grenzübergang wird folgender interessante Satz 
bewiesen: Voraussetzung: a(z), b(z) stetig und >0, Y(z) zweimal stetig differen- 
zierbar fürO<rxrsh, und Y ist eine Lösung der Differentialgleichung 


#2, 1) =0; 
I(z, y,2,A) und F(x, y,z) sind für ein A >0 stetig in dem Bereich 
0<ss<h, |y-Yla)lzele), |2- Y()|=d(e); 
ferner ist für gewisse Konstante e, K und L>0 
Ya, y,z,)-Fiay,2)|se, 
IF(z, Y%2» 2) 2 F(z, Y2)| =K |Ya A Yıl> 
Fix, y, 2%) -F&,y, 2) en; 
2, — 2 = 
Behauptung: Ist y(z) = y(z, A) eine Lösung der Differentialgleichung 
Ay" + la y y,M)—=0 
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mit den Anfangswerten y(0) = Y(0) und y '(0), so existiert y(z, A) bei hinreichend 
kleinen 4, &, p = |y’(0) — Y’(0)| in dem ganzen Intervall O<x<h, und es gilt die 


Abschätzung vl, ve)l = En 1(& +7) = 


woM= „Max ‚vol ist. Hängt f(x, y,z, A) für A>0 auch noch stetig von A ab, 


und ist Fa, Y, = f(x, y, 2,0), so ist also y(x, A)— Y(x) für A— 0, und zwar gleich- 

mäßig i inO<x<Sh und unabhängig von dem Anfangswert y’(0, A), wenn dieser nur 

in einer hinreichend kleinen Umgebung von Y’(0) bleibt. Kamke (Tübingen). 
Morant, J.: Extension d’une remarque de M. Goursat sur le döveloppement en 

sörie entidre de P’integrale d’une &quation difförentielle. Mathesis 53, 214—215 (1939). 
Nell’equazione 


da r 
(*) Ta >= PA, y'y’, 


il secondo membro sia una funzione en di x,y, y’ in un intorno del punto 
s=e0, y=0,y =0. DA, Inspirandosi ad un procedimento di E. Goursat sulla 
determinazione dello sviluppo i in serie di un ramo di una funzione analitica [Nouv. Ann. 


Math. (4) 4, 69—76 (1904)], osserva che se (**) y= -3 %„%" & lo sviluppo in serie di 


Mac-Laurin dell’integrale della (*) determinato dalle condizioni iniziali 4(0) = 0, 
y(0)=0, e se 


Po mat at! ---, Po Ina, 9,1 >= Zone”, 
allora, posto u a 
Ro(a) = a,0P + any?! +. + ap Wr, Re@)=b tb + --- +b,aP, 
R()=o tar +. +%, 
per l’integrale Y(x) dell’equazione lineare 
d?Y ’ 
© = Bol) + YRıla) + Y’R,le) 


determinato dalle condizioni iniziali Y(0)=0, Y’(0)=0, vale lo sviluppo 


a,x2? P-+2 n 
A) nrErn +3 Po+ssna®t?t 


€ nella (**) per i primi 2p + 4 coefficienti si m 
rn r =d 2 em). E% 
N RE NN &p+2 = (p =E 1)(p E 2) ’ Kp+2+n = Pp+2+n> 
(r=1,2,..,p +1). Giovannı Sansone (Firenze). 

Coronato, Savino: Teoremi di confronto per equazioni differenziali lineari del 
secondo ordine. Accad. Sci. Fis. e Mat. Napoli, Rend., IV.s. 9, 75—82 (1939). 

Nach einem allgemein üblichen Sprachgebrauch besteht zwischen zwei vorgegebenen 
linearen homogenen Differentialgleichungen 2. Ordnung ein Vergleichstheorem, wenn 
zwischen zwei Nullstellen eines Integrals der ersten Gleichung immer eine Nullstelle 
des Integrals der zweiten Gleichung fällt. Bekannt ist der klassische Oszillationssatz von 
Sturm, der sich auf selbstadjungierte Gleichungen bezieht. Auf Grund der Bemerkung, | 
daß jede nicht selbstadjungierte Gleichung durch Übergang zu einer neuen unbekannten 
Funktion oder durch Multiplikation der Gleichung mittels einer positiven Funktion 
zu einer selbstadjungierten Gleichung gemacht werden kann, entwickelt Verf. ein 
Verfahren, um aus dem Sturmschen Oszillationssatz andere Vergleichssätze zu erhalten, 
die sich auf Differentialgleichungen von allgemeinerem Typus beziehen. Unter anderem 
findet Verf. auf diesem Wege zwei Ergebnisse von G. Fubini (dies. Zbl. 7, 10) und 
G.Cimmino (dies. Zbl. 15, 110) wieder. C. Miranda (Torino). 
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Birindelli, Carlo: Sul eomportamento asintotico degli integrali generali di due 
elassiche equazioni differenziali. Ist. Lombardo, Rend., III. s. 72, 455-469 (1939). 

Es werden einige elementare Rechnungen angegeben, die an die Diff.glen der Hermite- 
schen (I) und Laguerreschen (II) Polynome anknüpfen, jedoch nicht so weit durchgeführt sind, 
wie die allgemeinen Ergebnisse von Horn es als möglich erscheinen lassen. In den Rechnungen 
bezüglich (II) steckt ein Fehler; denn auf S. 465 wird angegeben, daß (II) zwei Lösungen besitze 
mit den asymptotischen Darstellungen L; —e"*2%; L,m e*x-1-% für x reell > + ©; das 
ist nach dem Satze von Poincare und Horn unmöglich, weil (II) die charakteristische Glei- 
chung «(&« —1)=0 besitzt. Hinweise auf Literatur sind nicht vorhanden. Kienast. 

Palamä, Giuseppe: Sulle equazioni differenziali lineari soddisfatte dal prodotto di 
integrali partieolari di due equazioni differenziali lineari omogenee assegnate e su aleune 
formule integrali dei polinomi di Laguerre e di Hermite. Ann. Mat. pura appl., IV. s. 18, 
309—325 (1939). 

Verf. entwickelt eine Methode, um die Differentialgleichung niedrigster Ordnung 
zu finden, der das Produkt zweier beliebiger Partikulärintegrale zweier vorgegebener 
linearer Differentialgleichungen 2. Ordnung genügt. Verf. wendet dann seine Methode 
an, um die Differentialgleichung zu finden, der das Produkt zweier Laguerrescher 
oder Hermitescher Polynome genügt, und gewinnt daraus die Formeln; 


+0 
2n!!]2 2p! 
fer) H,,(2) da = Ben] ne p=zn), 
fer P@Lr area. er =, 
0 
in denen die a,-» Größen bedeuten, die sich leicht mittels einer Rückschlußformel 
berechnen lassen. (Vgl. auch dies. Zbl. 21, 226.) C. Miranda (Torino). 


Chiellini, Armando: Sull’equazione differenziale lineare soddisfatta dal prodotto 
di integrali di un’equazione differenziale lineare del 2° ordine, Boll. Un. Mat. ital., II. s. 
1, 435—436 (1939). 

L’A. osserva che un recente risultato di G. Palamä& (cfr. questo Zbl. 21, 226) puö 
essere dedotto da un altro di M.Chini, R. Accad. Torino 33 (1897—1898). 

©. Miranda (Torino). 

Chiellini, Armando: Sull’integrazione dell’equazione differenziale v+P, (x) Y=!. 
Boll. Un. Mat. ital., II.s. 1, 426434 (1939). 

Verf. bestimmt durch Gebrauch der Differentialinvariantentheorie, welchen Aus- 
druck P,(x) besitzen muß, damit die Gleichung Ym + P,(x2) Y=0 durch eine 
Transformation Y = Az, &= 9(x) in eine andere mit konstanten Koeffizienten über- 
geht. Insbesondere erhält Verf. unmittelbar Ergebnisse von M. Besge (J. de Math. 
1844, 336) und von G,. H, Halphen (Oeuvres 2, 467—470; 3, 126—128). Sansone. 

Saltykow, M.N.: Etude sur les intögrales de S. Lie des öquations aux deriv6es par- 
tielles du premier ordre & une fonetion ineonnue. Bull. Acad. Sci. Math. Nat., Belgrade 
Nr:5, 121—137 (1939). 

Germay, R. H. J.: Extension, aux systömes complötement intögrables d’&quations 
aux difförentielles totales, d’un th6ordme de M. E. Picard relatif aux systömes normaux 
d’öquations difförentielles. Mathesis 53, 216—222 (1939). 

Es wird ein unbeschränkt integrables System von totalen Differentialgleichungen 
betrachtet, dessen Koeffizienten gewöhnliche Potenzreihen sind. Der bekannte Zu- 
sammenhang mit dem zugehörigen vollständigen, inbesondere mit dem zugehörigen 
Jacobischen Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen 1. O. wird aus- 
einandergesetzt. Dabei ist neu höchstens das, was über das Gebiet gesagt wird, in dem 
die Lösungen des totalen Systems und die des Jacobischen Systems unbedingt kon- 
vergente Potenzreihen sind in bezug auf die unabhängigen Veränderlichen und auf 
die eingeführten willkürlichen Konstanten. Mit Hilfe der Hauptlösungen des voll- 
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ständigen Systems wird die angekündigte Ausdehnung des Picardschen Satzes be- 
wiesen, daß in der Umgebung eines Punktes von allgemeiner Lage nur ein einziges 
System von holomorphen Lösungen des totalen Systems vorhanden ist, das gegebene 
Anfangsbedingungen erfüllt. Engel (Gießen). 
Germay, R. H. J.: Remarque sur les systömes eomplötement integrables d’&qua- 
tions aux diff6rentielles totales. Mathesis 53, 286—289 (1939). 
Die längst bekannte Zurückführung eines unbeschränkt integrabeln Systems: 
1... 


dy= Dal, 0,2001 m) A @=1,...,m) 
k 
auf das n-gliedrige Jacobische System: 
1...m 
ou ou { 
Et Dun 0 (kelk.n) 
i 
wird begründet mit Hilfe des Satzes, daß das Jacobische System m Lösungen 
Ua.» Zn, 219 ---,2m) @=1,...m) besitzt, die in bezug auf 2,,...,2„, von 
einander unabhängig sind, und unter Hinzunahme des Theorems, daß durch die Glei- 
chungen U; = (C, die Veränderlichen 2}, .. ., 2, implizit als Funktionen von 2,,.. .,% 
und der Konstanten C\,,..., C„ definiert werden. Engel (Gießen). 


Germay, R. H. J.: Sur Pintegration par approximations successives des syst&mes 
complötement integrables d’&quations aux diffErentielles totales. Bull. Soc. Roy. Sci. 
Liege 8, 434436 (1939). 

Eine Methode zur Bestimmung von Integralen des vollständig integrierbaren 


n 
Systems von Pfaffschen Gleichungen dz, => 048 re 0 20 ZONE 
k=1 


(=1,...,m) besteht bekanntlich darin, daß man dieselben als implizite Funktionen 
mittels der Gleichungen y,(27, - - -, Zn; 215 : +» 2m) = 2% (= Konst.) bestimmt. Dabei 
bedeuten die y, ein Fundamentalsystem von Lösungen des Jacobischen Systems 
Ouldxy + ar 9uldzı +" + am uff =0 (k=]1,...,n). In der vorliegenden 
Arbeit handelt es sich um explizite Formeln für Funktionenfolgen, welche die y, und 
die z, approximieren. O. Boruvka (Brünn). 

Gillis, Paul: Sur certaines elasses d’&quations aux differentielles totales & coeffieients 
eontinus. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 8, 477—486 (1939). 

Untersuchungen über die Pfaffsche Gleichung dz = (A532? + A,2 + A,)dx 
+ (Bg2? + B,z + B,)dy, wobei die A,, B„ in einer Umgebung £2 des Punktes z,, %, 
(nur) stetige Funktionen der Veränderlichen x, y bedeuten. Unter gewissen Bedin- 
gungen besitzt eine solche Gleichung genau eine in einer Umgebung 2’cC.Q des Punktes 
%o, Y, definierte Lösung, die durch den Punkt z,, %9,29 (2, beliebig) hindurchgeht 
und in 2’ mit partiellen Ableitungen erster Ordnung versehen ist. Die Bedingungen 
werden vom Verf. in der Form von drei zwischen gewissen Kurven- und Doppelinte- 
gralen bestehenden Gleichheiten dargestellt. O. Boruvka (Brünn). 

Chaundy, T. W.: Hypergeometrice partial differential equations. II. Quart. J. 
Math., Oxford Ser. 10, 219—240 (1939). 

Lösung des Cauchyschen Anfangswertproblems für lineare partielle Differential- 
gleichungen vom Typ 3 f(ö)V (z, y) = x”g(6')V(z,y), m >2, bei denen die Zahl 


der Charakteristiken die Zahl der unabhängigen Veränderlichen übertrifft. 6 = 32 
x 


’ 


0) : 
= Yu, / und g sind Polynome vom Grad m. Die Gleichungen der Charakteristiken 


sind 2+@y= konst,, *=1. Die Lösung des Anfangswertproblems geschieht 
durch Einführung einer Schar von m „Greenschen Funktionen“ U,(&, Y}z, 9), 
r=1,2,...,m, mit folgenden Eigenschaften: 1. Sie sind Lösungen der partiellen 
Differentialgleichung in den Veränderlichen X, Y, Lösungen der adjungierten Gleichung 
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in z, y. 2. Zu, =0. 3. Längs der Charakteristik PA, verschwindet U, als Funktion 


=1 

von 2,y er allen Ableitungen von geringerer als der (m — 2)-ten Ordnung (P ist 
der Punkt, in dem der Wert von V berechnet werden soll, die Punkte A, sind die Schnitt- 
punkte der Charakteristiken durch P mit der Kurve, auf der V gemäß dem Cauchy- 
schen Anfangswertproblem vorgegeben ist). Im-Falle m = 3 werden diese Funktionen 
U, explizit berechnet. Anschließend wird der einfachere Fall m = 2 behandelt. Vgl. 
auch dies. Zbl. 13, 18; 16, 350; 18, 23. J. Meixner (Berlin). 


Saltykow, M. N.: Invariants des &quations lineaires aux deriv6es partielles du second 
ordre. Bull. Acad. Sci. Math. Nat., Belgrade Nr 5, 109—119 (1939). 

Für eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit zwei unabhängig 
Veränderlichen gibt es bekanntlich eine Folge von ‚„Laplaceschen‘“‘ Funktionen 
Ko» Kı,--. Im Falle des Verschwindens einer dieser Funktionen kann die Gleichung 
elementar integriert werden. Hier handelt es sich hauptsächlich um die Berechnung = 
Funktionen u, für einfache Typen von Gleichungen; z.B. r +t+2mple = 
m — konst. O. Boruvka re 


Solovieff, P. V.: Rösolution des &quations du type elliptique et du type parabolique 
pour les petits domaines. Rec. math. Moscou, N. s. 5, 473—486 u. franz. Zusammen- 
fassung 486 (1939) [Russisch]. 


Lukchin, V. S.: Invariabilit€ du nembre de fonetions arbitraires dependant du plus 
grand nombre d’arguments dans le ealenl inverse de la derivation. C. R. Acad. Sci. 
URSS, N.s. 24, 643—647 (1939). h 

Une &tude au sujet du systöme d’&quations differentielles 6 +" + mUjdat... Oz. 
= fa: n(&ı5 > %n) & la base des theories des Janet et Thomas. Dans la theorie 
d’integration de Janet on ordonne les variables et suivant cet ordre peut varier la 
generalit& de la solution U. Le resultat principal de l’au. consiste dans le th&oreme que 
le nombre de fonctions arbitraires dans la solution dependant du plus grand nombre 
de variables ind&pendantes reste invariant quelle que soit la fagon d’ordonner les vari- 
ables independantes. O. Borüvka (Brünn). 


Differential- und Integralgleichungen der mathematischen Physik, Potentialtheorie: 

Zaanen, A. C.: On some orthogonal systems of functions. Compositio Math. 7, 
253— 282 (1939). 

Man betrachte in [0,] die Differentialgleichung u'’(x) + [Q%(&) + Alu(z) = 0 
unter den Randbedingungen &,4(0) + &gu(0) + &zu(r) +a,wW(r)=0 und 
Bıu(0) + Pau (0) + Bzu(n) + Bau’(n) = 0. Ist &; = 0, = fı = Pa = 0, so reduziert 
sich das Problem auf das Sturm-Liouvillesche. Verf. zeigt, daß die zum allgemeinen 
Randwertproblem gehörenden Eigenfunktionen {u,(x)} dann und nur dann ein ortho- 
normales System bilden, wenn &,ßg — &aßı = &gßa — Rıßs ist. Ist diese Bedingung 
erfüllt und ist außerdem Q(x) stetig und von beschränkter Variation, so erhält Verf. 
(unter verschiedenen Nebenbedingungen über die «,;, ß,) für die Eigenfunktionen u, (x) 
asymptotische Entwicklungen, welche der bekannten Hobsonschen asymptotischen 
Formel für Sturm-Liouvillesche Funktionen ähnlich sind. Weiter wird unter der 
Nebenbedingung &,ß,4 — %&ßs #0 und auch in gewissen anderen Fällen bewiesen 
daß 1. die Entwicklung einer integrierbaren Funktion f(x) nach den Eigenfunktionen 
u„(2) mit der Fourierreihe von f(x) äquikonvergent ist (Verallgemeinerung des Haar- 
schen Satzes); 2. die in [0, 2] liegenden Eindeutigkeitsmengen der trigonometrischen 
Reihen und der Reihen nun (2), (c„—>0), miteinander übereinstimmen (Verall- 
gemeinerung des Du Bois-Reymond-Zygmundschen Satzes). G. Alexüs. 


Weinberg, Alvin M.: Note on biological periodieities. Bull. math. Biophysics 1, 
19—22 (1939). 
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Kamke, E.: Über die definiten selbstadjungierten Eigenwertaufgaben bei gewöhn- 
lichen linearen Differentialgleiehungen. I. Math. Z. 45, 759—787 (1939). 

Es sei L(y) ein selbstadjungierter linearer Differentialausdruck der Ordnung 2n. Verf. 
behandelt das Eigenwertproblem L(y) — Ag(x)y=0 mit regulären linearen Rand- 
bedingungen in a, b, gleichgültig ob g(x) festes Zeichen hat oder nicht, indem er es in 
der Courantschen Manier auf ein Variationsprinzip zurückführt. Vorausgesetzt wird, 
daß für jede zugelassene, d. h. die Randbedingungen erfüllende, n-mal stetig differen. 


zierbare Funktion gelte: J(y) = I° -L(y)-dy=0 und A=0 kein Eigenwert sei. 
Ist dann g(a)=U0, so De man solche zugelassenen Funktionen, für die 
K(y) 2 y2-dx >0 ist; der erste positive Eigenwert A, ist dann A, = min J(y):K(y) 
und wird für die erste Eigenfunktion y= 9, angenommen; A, erhält man ebenso, 
wenn man die zugelassenen Funktionen durch die Bedingungen nme = 


a 
(=1,...n — 1) einschränkt. Wechselt g(z) sein Zeichen, so findet man die neu 
hinzutretenden unendlichvielen negativen Eigenwerte, indem man K(y) <O setzt 
und oben A, durch A_,, @, durch @_,, min durch max ersetzt. Statt dieser rekursiven 
Berechnung der Eigenwerte kann man auch zur independenten Definition kommen, 


indem man (,...%n-) = fin J(y):K(y), M = fin J(y): K(y) 
b 


für alle zugelassenen Funktionen y, für die XK(y) >0 bzw. K(y)< 0 und [ gu, ydx—=0 
W=1,...n — 1) ist, bildet und dann a 
),=maxm(w,...w,-ı) bzw. A „= min M(w, -.. %,-ı) 
w 


setzt. Auf Grund dieser Ergebnisse beweist Verf. den Entwicklungssatz für zulässige 
Funktionen. Zum Schluß wird hieraus der Einfluß einer Vergrößerung von g(x) auf 
die Eigenwerte bestimmt und mittels der Näherungsmethode von Ritz-Galerkin 
eine obere Abschätzung der Eigenwerte erhalten. Harald Geppert (Berlin). 


Collatz, L.: Genäherte Berechnung von Eigenwerten. Z. angew. Math. Mech. 19, 
224—249 u. 297—318 (1939). 


In der vorliegenden Arbeit werden die Eigenwertprobleme bei Differentialgleichungen 
der Gestalt L[p] +AM[p] =0 (1) oder in der speziellen Form L[p] +4ipr 9 =0 (2) 
behandelt. Dazu kommen noch die zugehörigen Randbedingungen. L[p] und M[y] sind 
dabei lineare (gewöhnliche oder partielle) Differentialausdrücke in 9, (1) stellt die allgemeinste 
auch in A lineare Differentialgleichung dar. Der zusammenfassende Bericht ist ein äußerst 
wertvolles Hilfsmittel für den theoretisch arbeitenden Physiker und Techniker, da nicht nur 
eine bloße Zusammenstellung der verschiedenen Verfahren gegeben wird, sondern die ein- 
zelnen Verfahren auch kritisch beurteilt werden, der Umfang ihrer Verwendungsmöglichkeit 
aufgezeigt und für einzelne Abschätzungen neue strenge und kurze Beweise gegeben werden. — 
Zuerst wird das Verfahren der schrittweisen Näherung für den ersten und die höheren Eigen- 
werte behandelt und dabei auf die Morrowschen Abschätzungen besonders hingewiesen. 
Das Rayleighsche Prinzip wird neu bewiesen und daraus werden dann die bekannten Ab- 
schätzungen für die Annäherung an den kleinsten Eigenwert von oben her abgeleitet. Ebenso 
gelingt es bei geeigneter Wahl der Ausgangsfunktion auf Grund des Rayleighschen Prinzips, 
eine untere Schranke und einen Einschließungssatz für den kleinsten Eigenwert anzugeben. 
Der Rechnungsgang wird an einem Beispiel erläutert und gezeigt, wie man auf Grund dieser 
Überlegungen auf graphischem Wege ebenfalls zu einer Einschließung des kleinsten Eigen- 
wertes gelangt. — Im 2. Abschnitt wird das Ritzsche Verfahren behandelt und gezeigt, daß 
die dort auftretenden Näherungswerte stets obere Schranken für die Eigenwerte liefern. Die 
von Galerkin gegebene Fassung der Ritzschen Gleichung sowie die Untersuchungen von 
Grammel, die besonders gute und schnelle Annäherungen für alle Eigenwerte liefern, werden 
dann betrachtet. Dieses Verfahren wird insbesondere in seiner Güte mit dem Ritzschen ver- 
glichen. Der 2. Abschnitt schließt mit der Methode von Trefftz und Willers zur Bestim- 
mung von unteren Schranken für die Eigenwerte. — Der 3. Abschnitt behandelt den Temple- 
schen Einschließungssatz für den 1. Eigenwert sowie eine Verallgemeinerung für die höheren 
Eigenwerte. Ein strenger und kurzer Beweis wird vom Verf. dafür gegeben. Der Weinstein- 
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sche Einschließungssatz für alle Eigenwerte wird bewiesen und gezeigt, daß man ihn nur mit 
gewisser Vorsicht benutzen darf. Die beim Weinsteinschen Einschließungssatz auftretenden 
Schranken können verbessert werden. Schließlich wird noch das Trefftz-Newingsche Ver- 
fahren zur Bestimmung einer unteren Schranke für den 1. Eigenwert untersucht und der 
Rechnungsgang dazu ausführlich behandelt. — Der 4. Abschnitt enthält das praktisch außer- 
ordentlich brauchbare Differenzenverfahren in großer Ausführlichkeit zur Bestimmung von 
Näherungswerten für die Eigenwerte von gewöhnlichen und partiellen Differentialgleichungen. 
Es werden finite Ausdrücke für die verschiedenen Ableitungen sowie für die Operatoren A 
und AA gegeben. Hierbei ist zu beachten, daß man beim Differenzenverfahren Annäherungen 
sowohl von unten als auch von oben her gegen die Eigenwerte erhalten kann. (Ein sehr schönes 
Beispiel von Rellich beleuchtet diese Tatsache.) — Der 5. Abschnitt enthält die Eigenwert- 
bestimmung mittels der bekannten Methode der Störungsrechnung. Die Methode wird in 
einzelnen Spezialfällen genau durchgeführt und der Zusammenhang mit dem Rayleighschen 
Prinzip gegeben. — Im 6. Abschnitt schließlich werden einzelne Methoden geschildert, die 
ebenfalls zur Bestimmung von Eigenwerten gehören. Hierzu rechnet insbesondere der Fall, 
daß man eine Differentialgleichung exakt lösen kann, die nur wenig verschiedene Koeffizienten 
gegenüber der vorgelegten Differentialgleichung mit denselben Randbedingungen hat. Ferner 
wird auf die Methode der Integralgleichung hingewiesen, wobei der Kern bekanntlich im 
wesentlichen die Greensche Funktion des Differentialgleichungsproblems darstellt, sowie auf 
die Methode vom Minimum des mittleren Fehlerquadrates und auf die Methode, die darin 
besteht, daß man die Eigenfunktionen in Reihen von bekannten Funktionen entwickelt und 
damit dann in die Differentialgleichung eingeht. Die daraus entstehenden Gleichungen zur 
Bestimmung der Koeffizienten, die vom Parameter A noch abhängig sind, bricht man nach 
endlich vielen Gliedern ab und nimmt als Näherungswerte für die ersten Eigenwerte die 
charakteristischen Wurzeln, die zu der Matrix des endlichen linearen homogenen Gleichungs- 
systems gehören. — Der Bericht schließt mit einer außerordentlich nützlichen Sammlung von 
Zahlenbeispielen, die nach den verschiedensten Methoden durchgerechnet und verglichen 
werden. U. Wegner (Heidelberg). 
Grammel, R.: Eine neue Methode zur Lösung von Eigenwertproblemen. (Cam- 
bridge, Mass., 12.—16. IX. 1938.) Proc. 5. internat. Congr. appl. Mech. 690—693 (1939). 
Vortragsauszug. Ausführlichere Darstellung in Ing.-Arch. 10, 35—46 (1939) 
(dies. Zbl. 20, 225). Collatz (Karlsruhe). 
Weinel, E.: Eine Erweiterung des Grammelschen Verfahrens zur Berechnung 
von Eigenwerten und Eigenfunktionen. Ing.-Arch. 10, 283—291 (1939). 
Das von Grammel [Ing.-Arch. 10, 35 (1939); dies. Zbl. 20, 225] angegebene 


Verfahren zur genäherten Berechnung von Eigenwerten bei 


L(y) = A: o(a) y(@) 

wird als erster Schritt eines Iterationsverfahrens aufgefaßt, das bei Fortführung Eigen- 
werte und Eigenfunktionen mit beliebig vorzuschreibender Genauigkeit liefert. Durch 
Entwicklung der Ansatzfunktionen nach den Eigenfunktionen wird das Iterations- 
verfahren mit den Verfahren von Ritz-Galerkin und von Kellogg verglichen. Im 
Spezialfall eines eingliedrigen Ritzansatzes ist das Verfahren mit der Kelloggschen 
Methode wesensgleich. Numerische Anwendungsbeispiele auf Knicklast und Seilschwin- 
gungen. (Bemerkung des Ref.: Die besprochenen Verfahren lassen sich in das allge- 
meine Verfahren der schrittweisen Näherungen einordnen.) Collatz (Karlsruhe). 


Friedrichs, Kurt, and Gabriel Horvay: The finite Stieltijes momentum problem. 
Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 25, 528—534 (1939). 

Gegeben sei ein selbstadjungierter Operator L, der auf eine gewisse Klasse von Funk- 
tionen wirkt; ferner eine Funktion w, die mitsamt den Funktionen Ly, L?y,...., L"y 
dieser Funktionenklasse angehört und zu den Eigenfunktionen von L, die zu den 
Eigenwerten A, <A,< --- <A, gehören, nicht orthogonal, aber zu allen übrigen 
Eigenfunktionen von Z mit Eigenwerten <A, orthogonal ist. A], .. ., 4, sollen diskrete 
Eigenwerte sein. Was läßt sich dann über diese Eigenwerte aussagen, wenn die Momente 
In=(y, D"y),m=1,2,...,n bekannt sind? Antwort: Die quadratischen Formen 


in den 9: (r. (2 y; 2) (L—-4,)...(L— 4) v) sind positiv definit für Or 
[) 


O<m, m+2r<n oder, anders ausgedrückt, die Determinanten "Q,,(A1, Ag, . - -, Am) 
dieser quadratischen Formen sind positiv. Im einzelnen bedeutet dies z. B. 0Q,(A,) 
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—L, — A, >0, ferner Q,(A,, 45) = I — (A) +4) Li + A1dg, >0. Aus diesen beiden 
Ungleichungen folgt zusammen mit A, < A, unmittelbar die Abschätzung von Wein- 
stein (vgl. dies. Zbl. 10, 169), wonach A, > L,’— (Z, — Li)“, falls L, näher an A, als 
an A, liegt. Die Ungleichungen "Q,, > 0 beschränken die Lage des Punktes (A,,.. ., An) 
auf einen gewissen Bereich des (2), ..., 2m)-Raumes, was für die Abschätzung und 
numerische Berechnung von Eigenwerten nützlich sein kann. Zwischen den Flächen 
’Q„ = 0 bestehen interessante Beziehungen, die aufgestellt und bewiesen werden. 
J. Meixner (Berlin). 

Pörds, Joseph: Les möthodes d’analogie en m&canique appliquee. (Cambridge, 
Mass., 12.—16. IX. 1938.) Proc. 5. internat. Congr. appl. Mech. 9—19 (1939). 

Der Verf. behandelt die Probleme der angewandten Mathematik, Mechanik und 
Physik, die, obwohl verschiedenen Gebieten angehörend, doch zu denselben Gleichungen 
führen, und gibt eine reichhaltige Übersicht. Unter anderen werden betrachtet: 1. Schwin- 
gungsgleichung für mechanische und elektrische Vorgänge für einen und insb. mehrere 
Freiheitsgrade. 2. Elektromagnetische Vorgänge und mechanische Systeme, in denen 
gyroskopische Wirkungen auftreten (die von G. Kirchhoff angegebene Analogie 
zwischen der Bewegung eines Kreisels und der Verdrehung eines prismatischen Stabes 
ist nicht erwähnt), 3. Analogien zwischen den elektrischen Strömen in vermaschten 
Netzen und kontinuierlichen Flächen einerseits und der Ermittlung der Spannungen 
und Formänderungen in gelenkigen und steifknotigen Fachwerken andererseits (statisch- 
bestimmte und statisch-unbestimmte Systeme), 4. Anwendungen der Laplaceschen 
Gleichung und des Dirichletschen Problems und ihrer Verallgemeinerungen in der 
Potentialtheorie, Wärmelehre, Hydrodynamik und Elastizitätstheorie unter Bezug- 
nahme auf die zugehörigen Randwertaufgaben, 5. Membrangleichnis in der Theorie der 
Verdrehung prismatischer Stäbe mit Erweiterung auf die Entstehung plastischer 
Bereiche, 6. Zusammenhang zwischen elastischen Spannungen und der Doppelbrechung 
(Photoelastizität), 7. Methode der rheoelektrischen Analogie, beruhend auf der Aus- 
breitung von elektrischen Strömungen in nichtlinearen Leitern, mit Anwendungen auf 
Elektrolyse, Aerodynamik (Tragflügeltheorie), Plattentheorie, Gasbewegung und 
Hydraulik, ebene und achsensymmetrische Felder. Th. Pöschl (Karlsruhe)., 

Koufareff, P.: Definition des tensions dans une plaque elliptique anisotrope. C. R. 
Acad. Sei. URSS, N.s. 23, 221—223 (1939). 

Verf. benutzt das Verfahren von Lekhnitski und gibt einen allgemeinen Lösungs- 
weg für die elliptische Scheibe an. Als Randbedingungen dienen zwei Beziehungen für 
die x- und y-Komponenten der Randkräfte, welche als willkürlich wählbare Funktionen 
P(®) und Q(d) vorgegeben sind; hierbei ist # die Koordinate längs des Randes. Die 
gesuchten komplexen Funktionen werden als Potenzreihen mit zunächst unbekannten 
Koeffizienten dargestellt. Die Potenzreihen ihrer Randwerte stehen entsprechend den 
Randbedingungen mit den Funktionen P und @Q in Zusammenhang. Es werden nun P 
und @ in gleichartige Fourierreihen entwickelt. Aus den Randbedingungen folgen 
dann durch Vergleich der einander entsprechenden Glieder die Bestimmungsgleichungen 
für die Koeffizienten. H. Neuber (Braunschweig).°° 

Chwalla, E., und F. Schoblik: Theorie der Kippung rechtwinkeliger Zweistab- 
rahmen. Proc. 5. internat. Congr. appl. Mech. 44-50 (1939). 

Das in einer früheren Arbeit des erstgenannten Verf. schon behandelte Problem 
wird in der vorliegenden Note in ‚‚geschlossener Form‘ gelöst. Im Sonderfall ver- 
nachlässigbarer Wölbbehinderung erhält man nach Elimination des Drillwinkels für 
die seitliche Ausbiegung eine Differentialgleichung dritter Ordnung, die sich durch 
eine geeignete Substitution auf die Whittakersche Differentialgleichung (eine lineare 
Differentialgleichung 2. Ordnung mit gebrochen-rationalen Koeffizienten) zurückführen 
und damit geschlossen lösen läßt. Die Knickdeterminante wird für die beiden Fälle 
der symmetrischen und der antimetrischen Auskippung angegeben — über die zahlen- 
mäßige Auswertung soll an anderer Stelle berichtet werden. Marguerre (Adlershof).°° 


